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Contribute a better translation

Réponses aux exercices impairs

CHAPITRE 1

Section 1.1

1. a) Oui, T b) Oui, F ¢) Oui, T d) Oui, F ¢) Non f) Non

3. a) Mei n'a pas de lecteur MP3. b) Il y a de la pollution

dans le New Jersey. ¢) 2 + 1 = 3. d) L'été dans le Maine n'est pas

chaud ou pas ensoleillé. 5. a) Steve n'a pas plus de

100 Go d'espace disque libre sur son ordinateur portable b) Zach ne bloque pas
e-mails de Jennifer, ou il ne bloque pas les textes de Jennifer

¢) 7 11-13=999 d) Diane n'a pas fait de vélo a 100 milles

le dimanche 7. a) F b) T¢) Td) T e) T 9. a) Les requins ont

pas été repéré pres du rivage. b) Nager au nouveau

La cote de Jersey est autorisée et des requins ont été repérés prés de la

rive. ¢) Nager sur la cote du New Jersey n'est pas autorisé,

ou des requins ont été repérés prés du rivage. d) Si vous nagez

ala cote du New Jersey est autorisé, alors les requins n'ont pas été

repéré prés du rivage. ) Si des requins n'ont pas été repérés a proximité

le rivage, puis nager sur le rivage du New Jersey est autorisé.

f) Si la baignade sur la cote du New Jersey n'est pas autorisée, alors

les requins n'ont pas été repérés pres du rivage. g) Natation

ala cote du New Jersey est autorisé si et seulement si les requins ont

pas été repéré pres du rivage. h) Nager au nouveau

La cote de Jersey n'est pas autorisée, et soit nager au New

La cote de Jersey est autorisée ou des requins n'ont pas été repérés a proximité
la rive. (Notez que nous avons pu incorporer la paren-

théses en utilisant le mot «soit» dans la seconde moiti¢ du

phrase.) 11.a)p Agb)p A ~ge)=pAN—-qgd)pVgq
gp—ogfHpVyAp—>—gggeoplda)p
b)pA-ge)p—>qd)~p——gq gp—qghgnh—p

g q—plsa)rAmpb)=pAghNroyr— (g —p)
d)~gApAre)(@—(-rA=p) A ((—rA-p) —gq)
HpAr)——q 17. a) Faux b) Vrai ¢) Vrai d) Vrai

19. a) Exclusif ou: Vous obtenez une seule boisson. b) Inclus

ou: Les mots de passe longs peuvent avoir n'importe quelle combinaison de symbo
¢) Inclusif ou: Un étudiant avec les deux cours est encore plus qualifi¢
ified. d) Soit interprétation possible; un voyageur pourrait souhaiter

payer avec un mélange des deux devises, ou le magasin peut

pas permettre cela. 21. a) Inclusif ou: Il est permis de prendre
mathématiques discrétes si vous avez eu le calcul ou l'ordinateur

la science, ou les deux. Exclusif ou: Il est permis de prendre discret
mathématiques si vous avez eu le calcul ou I'informatique,

mais pas si vous avez eu les deux. Trés probablement l'inclusif ou est
prévu. b) Inclusif ou: Vous pouvez bénéficier de la remise, ou vous pouvez

obtenir un prét a faible taux d'intérét, ou vous pouvez obtenir a la fois le remboursementetyn g

prét a faible taux d'intérét. Exclusif ou: Vous pouvez bénéficier de la remise, ou
vous pouvez obtenir un prét a faible taux d’intérét, mais vous ne pouvez

rabais et un prét a faible taux d'intérét. Trés probablement I'exclusif ou est
prévu. ¢) Inclusif ou: Vous pouvez commander deux articles

umn A et aucun de la colonne B, ou trois éléments de la colonne

B et aucun de la colonne A, ou cinq éléments dont deux de

colonne A et trois de la colonne B. Exclusif ou: vous pouvez

commander deux articles de la colonne A ou trois articles de la colonne
B, mais pas les deux. Presque certainement I'exclusif ou est destiné.

d) Inclus ou: Plus de 2 pieds de neige ou de refroidissement éolien ci-dessous
-100, ou les deux, fermeront I'école. Exclusif ou: Plus de 2

pieds de neige ou de refroidissement éolien en dessous de -100, mais pas les deux, se fermeront

école. Certainement l'inclusif ou est destiné. 23. a) Si le

le vent souffle du nord-est, puis il neige. b) S'il reste

chaud pendant une semaine, puis les pommiers fleuriront. ¢) Si le Pis-
tonnes remportent le championnat, puis ils ont battu les Lakers. d) Si

vous arrivez au sommet de Long's Peak, alors vous devez avoir marché

8 milles. e) Si vous étes mondialement connu, vous obtiendrez alors la permanence
en tant que professeur. f) Si vous conduisez plus de 400 miles, alors vous
devra acheter de I'essence. g) Si votre garantie est bonne, alors

vous devez avoir acheté votre lecteur CD il y a moins de 90 jours.

h) Si l'eau n'est pas trop froide, Jan ira nager.

25. a) Vous achetez un cornet de créme glacée si et seulement s'il fait chaud
coté. b) Vous gagnez le concours si et seulement si vous détenez le seul
ticket gagnant. ¢) Vous étes promu si et seulement si vous avez

Connexions. d) Votre esprit se décomposera si et seulement si vous regardez
télévision. e) Le train est en retard si et seulement si c'est un jour que je
prendre le train. 27. a) Converse: «Je ne skierai que demain

s'il neige aujourd'hui. »Contrapositifi« Si je ne skie pas demain,

alors il n'aura pas neigé aujourd'hui. »Inverse:« Si ce n'est pas le cas

neige aujourd'hui, alors je ne skierai pas demain. » b) Converse:« Si je

venir en classe, il y aura un quiz. "Contrapositive:" Si je

ne venez pas en classe, il n'y aura pas de quiz. »Inverse:

"S'iln'y a pas de quiz, alors je ne viens pas en classe."

¢) Inverse: «Un entier positif est un nombre premier s'il n'a pas de diviseurs
autre que 1 et lui-méme. "Contrapositif:" Si un entier positif

aun diviseur autre que 1 et lui-méme, alors il n’est pas premier.

verset: "Si un entier positif n'est pas un nombre premier, alors il a un diviseur
fure que 1 et lui-méme. » 29.a) 2 b) 16 ¢) 64 d) 16

3l.a)p -p PA—p b) p -p pV—p

T F F T F T

F T F F T T
9gp g ~gpV-qpV g g

T T F T T

T F T T F

FT F F T

T T F

dpgpVapAgipVg—pAg

T T T T

TF T F F

FT T F F

FF F F T
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S-2 Réponses aux exercices impairs

€) -9 F) P—q9—
P ap—q ¢ TP Tq4—"p (mq—"p P ap—q9—p q—p
T T T F F T T T T T T T
T F F T F F T T F F T T
FT T F T T T FT T F F
F F T T T T T F F T T T

33. Pour les parties (a), (b), (c), (d) et (f), nous avons ce tableau.

PUPVY—>Pp®YP®Y—>PAYPVYSPAYP-QYS(~pog(p®qg)—>(pO—q

TT F T F T T
TF T F T T F
FT T F T T F
FF T T F T T
Pour la partie (e), nous avons ce tableau.
p g r ~"p “"mpegq “peTrpeoq9®(tpo—r
T TT F F T T F
T T F F T T F T
T FT F F F T T
T FF F T F F F
FTT T F F F F
FT F T T F T T
F FT T F T F T
F FF T T T T F
35. -9V =9 AN pogV (tpeo~ge
P oap—"9q peq(tpo@Q (TP (tpoq -9
T T F F T T T T
T F T T T F T T
FT T T T T T T
F F T F T F T T
37. PPV QPApogV(~po—go
p g mw=(mqVHTp—o(@on(mpor)(Tp—r) (mqeorn) (qor)
T TT T T T T T T
T T F F T T T T F
T FT T T T F T T
T FF T T T F F F
FTT T T T T F F
FT F T F T F T T
F FT T T T T T F
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FF T T T F T T

Réponses aux exercices impairs S-3

39. p—q <~ déterminer que le majordome et le cuisinier mentent mais ne peuvent
P q r spe>qres (res) le mien si le jardinier dit la vérité ou si le
T TIT T T T bricoleur dit la vérité? 37. I_Jhomme Jjaponais posséde
T TT F T F F le zébre et le norvégien boit de I'eau. 39. Un honnéte,
T T FT T F F 49 corrompu 41.a) = (p A (gV=1))b) (=p) A (=g) V (p A 1)
T T FF T T T 43.
T FIT F T F ’
T FT F F F T ’
T FFT F F T
T  FFF F T F ¢
FTTT F T F
FTT F F F T P
FT FT F F T
FT FF F T F !
F FIT T T T r
F FT F T F F
FoFFT T F F Section 1.3
F FFF T T T

N Lo . . 1. Les équivalences suivent en montrant que les
41. La premiere clause est vraie si et seulement si au moins l'un des p , g et “ q

r est vrai. La deuxiéme clause est vraie si et seulement si au moins I'un des des paires de colonnes de ce tableau sont d'accord.

les trois variables sont fausses. Par conséquent, la déclaration entiére est

vrai si et seulement s'il y a au moins un T et un F parmi les

p PATpVFpAFpvTpvVp PAp
valeurs de vérité des variables, en d'autres termes, qu'ils ne sont pas tous
ont la méme valeur de vérité. 43. a) OR au niveau du bitest 111 1111; T T T F T T T
ET au niveau du bit est 000 0000; XOR au niveau du bit est 111 1111. b) Au nivedu du bit" F F T F F
OR est 1111 1010; ET au niveau du bit est 1010 0000; XOR au niveau du bit est
0101 1010. ¢) OR au niveau du bitest 10 0111 1001; au niveau du bit et est 3.a)p VvV qq\Vp b) p qp A qq A p
00 0100 0000; XOR au niv‘eau du bit.est 100011 1001. d) OU au nfveau du t{it T T T T T T T T
est 11 1111 1111; ET au niveau du bit est 00 0000 0000; XOR au niveau du bit T F T T T F F F
est11 1111 1111.45.0,2,0,6 47.0,8, 0,6 49. a) Le FT T T FT F F
La 99¢ déclaration est vraie et les autres sont fausses. b) Déclarations F F F F F F F F
1450 sont tous vrais et les énoncés 51 a 100 sont
tout faux. ¢) Cela ne peut pas arriver; c'est un paradoxe, montrant que
) e peut pas arriv P q 5. AV
ce ne peuvent pas étre des déclarations.
pgrqVip A @@V r)pAgpAr(pAr)
. TTT T T T T T
Section 1.2
TTF T T T F T
. ; e " TFT T T F T T
VPP A S o B oA meoF r ot F
2 -a)g—=pb)gAmpe)g—p q P FTT T F F F F
9. Pas cohérent 11. Cohérent 13. NOUVEAU ET JER- FTF T F F F F
SEY ET PLAGES, (MAILLOT ET PLAGES) PAS FFT T F F F F
NOUVEAU 15. «Si je vous demandais si la bonne branche FFF F F F F F

meéne aux ruines, répondriez-vous oui? » 17 Si le premier
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professeur ne voulait pas de café, il saurait alors que
répondre a la question de I'hotesse était «<non». Par conséquent, 'hotesse

ct les professeurs restants savent que le premier professeur a fait

veux du café. De méme, le deuxiéme professeur doit vouloir du café.

Lorsque le troisieme professeur a dit «nony, I'hdtesse sait que le

le troisiéme professeur ne veut pas de café. 19. 4 est chevalier et

Bestun coquin. 21. 4 est un chevalier et B est un chevalier. 23. 4 est

un valet et B est un chevalier. 25. 4 est le chevalier, B est l'espion, C

est 'escroc. 27. A est le chevalier, B est l'espion, C est le chevalier .

29. Chacun des trois peut étre le chevalier, tout le monde peut étre I'espion, tout
peut étre I'escroc. 31. Pas de solutions 33. Par ordre de

augmentation du salaire: Fred, Maggie, Janice 35. Le détective peut

S-4 Réponses aux exercices impairs

7. a) Jan n'est pas riche ou Jan n'est pas content. b) Carlos ne veut pas
demain a vélo, et Carlos ne courra pas demain. ¢) Mei

ne marche pas en classe et Mei ne prend pas le bus pour aller en classe.
d) Ibrahim n'est pas intelligent, ou Ibrahim ne travaille pas dur.

9.ap  gpAg(pAg—p

T T T T
T F F T
FT F T
F F F T

b) p WPV — p <> g est vrai lorsque ~ p et ¢ ont la méme valeur de vérité
T T T T ues, ce qui signifie que p et ¢ ont des valeurs de vérité différentes.
T F T T De méme, p <> — g est vrai exactement dans les mémes cas. La-
ET T T par conséquent, ces deux expressions sont logiquement équivalentes. 21. Le
F F F T la proposition — (p <> g) est vraie lorsque p <> g est fausse, ce qui
signifie que p et ¢ ont des valeurs de vérit¢ différentes. Parce que c'est
op g -p p—oq -po@—q précisément lorsque — p <> ¢ est vrai, les deux expressions sont logi-
équivalent. 23. Pour que (p — r) A (g — r) soit faux, un
T F T T des deux déclarations conditionnelles doivent étre fausses, ce qui
T F F F T L ) o )
FT T T T indique exactement quand  est faux et au moins l'un de p et ¢ est vrai.
P T T T Mais ce sont précisément les cas dans lesquels p V ¢ est vrai et 7 est
false, ce qui est précisément lorsque (p V ¢) — r est faux. Car
les deux propositions sont fausses dans exactement les mémes situations,
p  gpAgp—oqgpAg)—>pP—q . Prop o
ils sont logiquement équivalents. 25. Pour (p — ) V (@ —r)
T T T T T étre faux, les deux déclarations conditionnelles doivent étre
T F F F T false, ce qui se produit exactement lorsque 7 est faux et que p et
FT F T T g sont vrais. Mais c'est précisément le cas dans lequel p A g est
FooF F T T vrai et - est faux, ce qui est précisément lorsque (p A g) — r
c'est faux. Parce que les deux propositions sont fausses exactement dans le
Or  gp—q 99 —p JOU . . .
mémes situations, ils sont logiquement équivalents. 27. Ce fait
T T T F T a été observée dans la section 1 lorsque le biconditionnel a été
T F F T T défini. Chacun de ces éléments est vrai précisément lorsque p et ¢ ont le
FT T F T mémes valeurs de vérité. 29. La derniére colonne est entiérement Ts.
F F T F T
P—q9 N
Dpgp -4~ P94~ P9 —>"q P—q A G- —
TT T F F T parp =44 —r(q—1) porp—rn
TF F T T T TTT T T T T T
FT T F F T TTF T F F F T
FF T F T T TFT F T F T T
TFF F T F F T
11. Dans chaque cas, nous montrerons que si I'hypothése est vraie, FTT T T T T T
FTF T F F T T
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Ao Jacprshisian it oot iBNPRRGIRR Ach S vie
étre vrai aussi. b) Si I'hypothése p est vraie, par la définition
de disjonction, la conclusion p V g est également vraie. ¢) Si le

I'hypothése — p est vraie, c'est-a-dire que si p est faux, alors la conclusion
p — g estvrai. d) Sil'hypothése p A g est vraie, alors les deux

p et g sont vrais, donc la conclusion p — ¢ est également vraie. e) Si
I'hypothése — (p — g) est vraie, alors p — ¢ est fausse, donc

la conclusion p est vraie (et ¢ est fausse). f) Si 'hypothese

~ (p — g) estvrai, alors p — g est faux, donc p est vrai et g est

faux. Par conséquent, la conclusion — g est vraie. 13. Que le quatrieme

la colonne de la table de vérité montrée est identique a la premiére colonne
prouve la partie (a), et que la sixieme colonne est identique a la

la premiére colonne prouve la partie (b).

P @pANpVPAYpV G APV g

T T T T T T
T F F T T T
FT F F T F
F F F F F F

15. C'est une tautologie. 17. Chacun de ces éléments est vrai précisément lorsque

p et g ontdes valeurs de vérité opposées. 19. La proposition

sont. 4l.p AgAN—=r)V(pAN-gAr)V("pAgAr)

43. Etant donné une proposition composée p , formez sa table de vérité

puis écrivez une proposition g en nor-
forme mal qui est logiquement équivalente a p . Parce que ¢ in-
seulement —, A et V, cela montre que ces trois op-

FFT T T T T
FFF T T T T T

-

31. Ceux-ci ne sont pas logiquement équivalents car lorsque p , g et
r sont tous faux, (p — g) — r est faux, mais p — (g — r) est

vrai. 33. De nombreuses réponses sont possibles. Sinous laissons r vrai et
P, g ets sont faux, alors (p — g) — (r — s) sera faux,

mais (p — r) — (@ — s) seravrai. 35.a) pV —g V —r
b)(pVgVr)Asc)(p NT)V (g AF)37.Sinous prenons des doubles
deux fois, chaque V se transforme en A puis de nouveau en V, tous les

A passe aun V puis revient a un A, chaque T passe a

un F, puis de nouveau a un T , chaque F change en T puis

revenir & un F . Par conséquent, (s =) = =s . 39. Soit p et ¢ équivalents

propositions composées environnantes impliquant uniquement les opérateurs A,

Vet—, et T et F. Notez que — p et — ¢ sont également équivalents
alentour. Utilisez les lois de De Morgan autant de fois que nécessaire pour
pousser les négations dans la mesure du possible au sein de ces composés
propositions, en changeant Vs en As, et vice versa, et en changeant

de T s a Fs, et vice versa. Cela montre que — p et — ¢ sont

identique a p « etg =  sauf que chaque proposition atomique

pien eux est remplacé par sa négation. De cela, nous pouvons

conclure que p « etg +  sontéquivalents car ~pet— g

Réponses aux exercices impairs S-5

—~P(4)V—P(5))21.Denombreuses réponses sont possibles. a) Tous

les éleves de votre classe de mathématiques discréte; tous les étudiants
le monde b) Tous les sénateurs américains; tout le football collégial
joueurs ¢) George W. Bush et Jeb Bush; tous les politiciens

aux Etats-Unis d) Bill Clinton et George W. Bush;

les érateurs forment un ensemble fonctionnellement complet. 45. Par exercice
43, étant donné une proposition composée p , nous pouvons écrire un
proposition ¢ qui est logiquement équivalente a p et implique

seulement —, A et V. Par la loi de De Morgan, nous pouvons éliminer tous
les A en remplagant chaque occurrencedep 1 A p2 A = Apn

avec~ (—pi1V=paV = V-pu).47.7 (p N\ g) estvrai

lorsque p ou ¢ , ou les deux, sont faux, et est faux

lorsque p et ¢ sont tous deux vrais. Parce que c'était le

nition de p | ¢ , les deux propositions composées sont logi-

¢équivalent. 49. = (p V g) est vrai lorsque p et

g sont faux, et faux sinon. Parce que c'était

la définition de p | ¢ , les deux sont logiquement équivalents.
Sl(plp)lq)l(pLp)lq 53 Celasuitim-

a partir de la table de vérité ou de la définition de p | g .

55.16 57. Si la base de données est ouverte, alors le systeme

est dans son état initial ou le moniteur est fermé

Etat. 59. Les neuf 61. a) Satisfaisant b) Non satisfaisable

tous les politiciens aux Etats-Unis 23. Soit C (x) le

fonction propositionnelle « x est dans votre classe». a) 3 xH (x) et
Ax(C(x) N H(x)),ou H (x) est « x peut parler hindi»

b) VxF (x) et Vx (C (x) > F (x)) , o0 F (x) est « x est

amical » ) Ix—~ B (x) et x (C (x) A~ B (x)),ou B (x) est

«Xestné en Californie» d) 3 xM (x) et I x (C (x) A M (x)) ,

ou M (x) est « x a été dans un film» €) Vx — L (x) et
Vx(C(x)——L(x),ouL (x)est«xasuivi un cours

en programmation logique » 25. Soit P (x) « x est parfait »;

que F (x) soit « x est ton ami»; et que le domaine soit tout

gens.a) VYx—P(x)b) "VxP(x)c)Vx(F(x) - P(x)

d)Ix(F@x) ANP(x)e)Vx(F(x)NP(x)ou(VxF(x)N
(YxP)H(~VxF(x)V (Ix—P(x)27.Soit Y (x) soit

la fonction propositionnelle que x est dans votre école ou classe, comme
approprié. a) Si nous laissons ¥ (x) étre « x a vécu au Vietnamy»

alors nous avons 3 xV (x) si le domaine est juste vos camarades de classe,
oudx (Y (x) AV (x)) sile domaine est tout le monde. Sinous laissons
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¢) Pas satisfaisable 63. Utilisez les mémes propositions que

donné dans le texte pour un puzzle Sudoku 9 x 9, avec les

ables indexés de 1 a4, aulieude 1 a9, et

avec un changemept simijgire powr Jes pppositions pour le 2 x 2
blocgy,  r=0  s=0 w=1 0=l ip(2r+i2s+jn)
65. Ao p (iVjon) affirme que la colonne j contient le nombre
n,done ,_, i=1p (i, jAmy) affifme quevlarcolonne j contient tout
9 numéros; par conséquent ;- 1 n=1 i1p (i j, n) affirme que
chaque colonne contient chaque numéro.

Section 1.4

1.a)Th)T¢)F3.2) Th)F¢) Fd)F5.a) La

est un étudiant qui passe plus de 5 heures tous les jours de la semaine
en classe. b) Chaque éleve passe plus de 5 heures

tous les jours de la semaine en classe. ¢) Il y a un étudiant qui ne

passer plus de 5 heures tous les jours de la semaine en classe. d) Non
I'¢léve passe plus de 5 heures tous les jours de la semaine en classe.

7. a) Chaque comédien est drdle. b) Chaque personne est drole
comédien. ¢) Il existe une personne telle que si elle est

un comédien, alors elle ou il est dréle. d) Certains comédiens

sont amusants. 9.a) Ix (P (x) A O (x)) b)Ix (P (x) A~ O (x))
OVxP®VOX)AYx—(Px)VO(x)I1l.a)Th)T
OFd)FeTHF13.2)Th)Te)Td)T15.2)T
b)Fe¢)Td)F17.a) P(0)VP(1)VP(2)VP(3)VP(4)
b)P(O)ANP(1)NP(2)NP(3)NP(4)c)=P(0)V-P(1)V
“P(2)V-P(3)V-P(4)d)~P(0)AN—-P(1)N
~P(2)NP(3)N—P(4)e)=(P(0)VP(1)VP(2)V
P(3)VP(4)H~P(0O)NP(1)NP(2)NP(3)NP(4))
19.2)P(1)VP(2)VP(3)VP(4)VP(5)b)yP(1)NP(2)A
P(3)NP(4)NP(5)e)~(P(1)VP(2)VP(3)VP(4)VP(5)
d)~(P(1)NP(2)NP(3)NP(4)NP(5)) e (P(1)A
P(2)NP(4)NP(5)V(=P(1)V—=P(2)V—-P(3)V

$-6 Réponses aux exercices impairs

La négation est 3 x C (x) : "Il y a un lapin qui connait le calcul."
¢) Soit F' (x) le prédicat que peut voler x , et laisse le domaine

D (x, y) signifie que la personne x a vécu dans le pays y, alors nous

peut réécrire ce dernier comme 3 x (Y (x) A D (x, Vietnam )) . b) Si

nous laissons H (x) étre « x peut parler hindi», alors nous avons 3 x = H (x)
si le domaine est juste vos camarades de classe, ou 3 x (Y (x) A~ H (x))

si le domaine est tout le monde. Si nous laissons S (x, y) signifier que

fils x peut parler la langue y , alors nous pouvons réécrire ce dernier

un comme 3 x (Y (x) A = S (x, hindi )) . ¢) Si nous laissons J (x) , P (x) ,

et C (x) les fonctions propositionnelles affirmant les connaissances de x
bord de Java, Prolog et C ++, respectivement, alors nous avons

dx(J(x) A P(x) A C (x) sile domaine est juste votre école-

partenaires, ou 3 x (Y (x) A J(x) A P (x) A C (x)) si le domaine

c'est tout le monde. Si nous laissons K (x, y) signifier que la personne x sait
langage de programmation y , alors nous pouvons réécrire ce dernier comme
Ax (Y (x) A K (x, Java) A K (x, Prolog ) A K (x, C++)) . d) Si

nous laissons 7 (x) étre « x aime la cuisine thailandaise», alors nous avons V x T (x)
si le domaine est juste vos camarades de classe, ou Vx (Y (x) — T (x))

si le domaine est tout le monde. Si nous laissons E (x, y) signifier que

la personne x aime la nourriture de type y , alors nous pouvons la réécrire
dernier comme Y x (Y (x) — E (x, thai)) . e) Sinous laissons / (x)

&tre « x joue au hockey», alors nous avons 3 x — H (x) si le do-

principal est juste vos camarades de classe, ou 3 x (Y (x) A = H (x)) si

le domaine est tout le monde. Si nous laissons P (x, y) signifier que

fils x joue au jeu y , alors nous pouvons réécrire ce dernier comme

I x (Y (x) A~ P(x hockey )) . 29. Soit T (x) signifie que x est un
tautologie et C (x) signifient que x est une contradiction. a) 3 x 7' (x)
b)Vx(Cx)—>T(—~x)e)IxIy(~TE)ACx AT A
—CONTEVY)DYXYYy(TE) AT )T (xAy)
31.2)0(0,0,0)AQ(0,1,0) bB)O(0,1,1)vO(1,1,1)V
0(2,1,1)9)=Q(0,0,0)v=0(0,0,1)d)—~Q(0,0,1)V
—~Q(1,0,1)v-0(2,0,1)33.a)Soit T (x) le prédicat

que x peut apprendre de nouveaux trucs et laisser le domaine étre de vieux chiens.
L'original est 3 x 7' (x) . La négation est ¥ x — T (x) : «Aucun vieux chien ne peut
apprendre de nouveaux trucs. " b) Soit C (x) le prédicat que x connait
calcul, et laissez le domaine étre des lapins. L'original est ~3 x C (x) .

l'autre c6té est vrai. a) Supposons que 4 soit vrai. Ensuite, pour chaque x ,
P (x) — A est vrai; donc le c6té gauche est toujours vrai

étre des oiseaux. L'original estV x F (x) . La négation estd x = F (x) : «Ily a dans ce cas. Par un raisonnement similaire, le coté droit est toujours

un oiseau qui ne peut pas voler. " d) Soit 7 (x) le prédicat que x peut

vrai dans ce cas. Par conséquent, les deux propositions sont logiquement

parler, et laisser le domaine étre des chiens. L'original est =3 x T (x) . Nega- équivalent lorsque A est vrai. Par contre, supposons que 4

tion est 3 x 7 (x) : «Il'y a un chien qui parle.» ) Soit F (x) et
R (x) soit les prédicats que x connait le frangais et le russe

c'est faux. Il existe deux sous-cas. Si P (x) est faux pour chaque x ,
alors P (x) — A est vide, donc le coté gauche est

sian, respectivement, et que le domaine soit constitué¢ de personnes de cette classe. vacueusement vrai. Le méme raisonnement montre que le bras droit

L'original est =3 x (F (x) A R (x)) . Lanégation est 3 x (F (x) A R (x)) :
«Il'y a quelqu'un dans cette classe qui connait le frangais et le russe.
sian. " 35.a) Iln'y a pas de contre-exemple. b) x=0¢) x =2

side est également vrai, car dans ce sous-cas 3 xP (x) est faux. Pour
le deuxiéme sous-cas, supposons que P (x) soit vrai pour certains x . alors
pour celax, P (x) — A est faux, donc le coté gauche est faux. le
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37.a)Vx ((F (x,25,000) VS (x,25)) — E () , ob E (x)

le coté droit est également faux, car dans ce sous-cas 3 xP (x)

est «La personne x se qualifie en tant que flyer élite dans une année donnée», F¥ (x, gt vrai mais A est faux. Ainsi, dans tous les cas, les deux propositions

est «La personne x vole plus de y milles au cours d'une année donnée», et
S (x, y) est «La personne x prend plus de y vols au cours d'une année donnée»
D)Vx (M@ NTx3)V(~M®ANT(x3.5))—>0®),

ou O (x) est «La personne x se qualifie pour le marathon,

M (x) est «La personne x est un homme» et T (x, y) est «La personne x

a couru le marathon en moins de y heures » ¢) M —

(H(60)V (H(45)NT) AVyG(B,y),ouMestle

proposition «L’étudiant a obtenu une maitrise», H (x) est

«L'étudiant a suivi au moins x heures de cours», T est la proposition
«L’étudiant a rédigé une thése» et G (x, y) est «La personne a
notexouplus encours y» d) Ix (1 (x, 21 ) A g(x,4.0)),

ou T (x, y) est «La personne x a pris plus de y heures de crédit»

et G (x, p) est «Personne x la moyenne pondérée cumulative p »

(nous supposons que nous parlons d'un semestre donné)

39. a) S'il existe une imprimante qui est a la fois hors service et

occupé, puis un emploi a été perdu. b) Si chaque imprimante est

occupé, puis il y a un travail dans la file d'attente. ¢) S'il y a un travail

qui est a la fois en file d'attente et perdu, alors une imprimante est hors service
vice. d) Si chaque imprimante est occupée et que chaque tache est en file d'attente,
alors un emploi est perdu. 41. a) (Ix F(x, 10)) > I xS (%),

ou F (x, y) est «Le disque x a plus de y kilo-octets de

espace libre vet S (x) est« Le message ¢électronique x peut étre enregistré »
b) (3xA4(x) ->Vx(O(x) > T(x),ou4(x)est«Alerte x

estactif, " O (x) est" Message x est en file d'attente ", et 7' (x) est" Mes-
sauge x est transmise ” ¢) ¥ x ((x = console principale ) — 7' (x)) ,

ou T (x) est «Le moniteur de diagnostic suit I'é¢tat de
systtmex"d)Vx(—L (x) > B(x)),ouL (x) est" I'hote

de la conférence téléphonique a placé le participant x sur une liste spéciale »et
B (x) est «Participant x a été facturé» 43. Ils ne sont pas équivalents

prété. Soit P (x) toute fonction propositionnelle qui est parfois

vrai et parfois faux, et que Q (x) soit n'importe quelle proposition

fonction qui est toujours fausse. Alors ¥V x (P (x) — O (x)) est faux

mais V xP (x) — Y xQ (x) est vrai. 45. Les deux déclarations sont

vrai précisément quand au moins 'un de P (x) et O (x) est vrai pour

au moins une valeur de x dans le domaine. 47. a) Si 4 est vrai,

alors les deux cotés sont logiquement équivalents a V xP (x) . Si 4 est
faux, le c6té gauche est clairement faux. De plus, pour chaque

x, P (x) N A est faux, donc le coté droit est faux. Par conséquent,

les deux cotés sont logiquement équivalents. b) Si 4 est vrai, alors

les deux cotés sont logiquement équivalents a 3 x P (x) . Si 4 est faux,

le coté gauche est clairement faux. De plus, pour chaque x ,

P (x) N A est faux, donc 3 x (P (x) A A) est faux. Par conséquent, les deux
les cotés sont logiquement équivalents. 49. Nous pouvons établir ces
¢équivalences en faisant valoir qu'un coté est vrai si et seulement si le

ont la méme valeur de vérité. b) Si 4 est vrai, les deux cotés

sont trivialement vrai, parce que les instructions conditionnelles ont

de vraies conclusions. Si 4 est faux, alors il y a deux sous-cas. Si

P (x) est faux pour certains x , alors P (x) — 4 est vide

pour ce x , donc le coté gauche est vrai. Le méme raisonnement

montre que le coté droit est vrai, car dans ce sous-cas

V xP (x) est faux. Pour le deuxiéme sous-cas, supposons que P (x) soit
vrai pour chaque x . Alors pour chaque x , P (x) — A est faux, donc le
le coté gauche est faux (il n'y a pas de x rendant le conditionnel
déclaration vraie). Le cté droit est également faux, car il est

une déclaration conditionnelle avec une vraie hypothése et une fausse con-
clusion. Ainsi, dans tous les cas, les deux propositions ont le méme
valeur de vérité. 51. Pour montrer que ceux-ci ne sont pas logiquement équivalents,
soit P (x) soit I'énoncé « x est positify, et soit Q (x) soit

I'instruction « x est négatif» avec domaine I'ensemble des entiers.

Alors 3 x P (x) A 3 x O (x) est vrai, mais 3 x (P (x) A Q (x)) est

faux. 53. a) Vrai b) Faux, sauf'si le domaine se compose de

un seul élément ¢) Vrai 55. a) Oui b) Non c¢) juana, kiko

d) math273, ¢s301 e) juana, kiko 57. frere (X, Y)

- mere (M, X), mere (M, Y), péere (F, X),

pere (F, Y) 59. a) Vx (P (x) - “oW)
b)Vx (O x—R((x)c)Vx (P (x) >—R(x)d)Le

la conclusion ne suit pas. Il peut y avoir de vaines profes-

car les locaux n’excluent pas la possibilité

Il est vrai qu’il existe d’autres vains que des ignorants.
6l.a)yVx(@P((x)—>~0x)b)Vx(R((x)—>~5(x)
OVx(~0x)—>Sx)d)Vx(P(x)——R(x)e)Le

la conclusion suit. Supposons que x soit un bébé. Puis par le premier
prémisse, x est illogique, donc par la troisiéme prémisse, x est méprisé.
La deuxi¢éme prémisse dit que si x pouvait gérer un crocodile,

alors x ne serait pas méprisé. Par conséquent, x ne peut pas gérer un
crocodile.

Section 1.5

1. a) Pour chaque nombre réel x, il existe un nombre réel y
de telle sorte que x soit inférieur a y . b) Pour chaque nombre réel x et réel
nombre y , six et y sont tous deux non négatifs, alors leur produit

est non négatif. ¢) Pour chaque nombre réel x et nombre réel
v, il existe un vrai nombre z tel que xy =z . 3. a) La

Réponses aux exercices impairs S-7
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est un €léve de votre classe qui a envoyé un message

un éléve de votre classe. b) 11y a un étudiant dans votre

classe qui a envoy¢é un message a chaque ¢éléve de votre classe.

¢) Chaque éleve de votre classe a envoyé un message & au moins

un éléve de votre classe. d) 11y a un éléve dans ta classe

4 qui a été envoyé un message par chaque éléve de votre classe.

€) Chaque ¢léve de votre classe a regu un message de

au moins un éléve de votre classe. f) Chaque éléve de la classe

a envoyé un message a chaque éleve de la classe. 5. a) Sarah

Smith a visité www.att.com. b) Au moins une personne a

visité www.imdb.org. ¢) Jose Orez a visité au moins un

site Internet. d) Il existe un site Web sur lequel Ashok Puri et

Cindy Yoon a visité. e) Il y a une personne en plus de David
Belcher qui a visité tous les sites Web que David Belcher

a visité. f) Deux personnes différentes ont visité

exactement les mémes sites Web. 7. a) Abdallah Hussein ne fait pas
comme la cuisine japonaise. b) Un éléve de votre école aime
Cuisine coréenne, et tout le monde dans votre école aime le mexicain
cuisine. ¢) Il y a une cuisine que Monique Ar-

senault ou Jay Johnson aime. d) Pour chaque paire de disques distincts
les éleves de votre école, il y a une cuisine qui au moins un

eux n'aime pas. e) Il y a deux éléves dans votre école

qui aiment exactement le méme ensemble de cuisines. f) Pour chaque paire
des ¢éléves de votre école, il y a une cuisine dont

ils ont la méme opinion (soit ils aiment tous les deux, soit ils

les deux ne l'aiment pas). 9. a) V xL (x, Jerry) b) Vx 3 yL (x, y)
¢)IyVxL (x,y)d)VxIy—L(xy) eI x—L(Lydia, x)
NIxVy-Lpx)gIx(VyL(,x) AVz(VYwLwz)—
z=x)h)yIxIyx=y AL (Lynn,x) AL (Lynn,y A
Vz(L(Lynn,z) > (z=xVz=y))VxL(xx)j)IxVy

(L (x, y) <> x=y) 11. a) 4 (Lois, professeur Michaels)

b) Vx (S (x) — A4 (x, professeur Gross )) ¢) V x (F (x) — (4 (x,
Professeur Miller ) V A4 ( Professeur Miller, x))) d) 3 x (S (x) A

Yy (F()—=Ay)e3x(FE @AYy (S —

—A@ IOy (F@) —Ix SV A®XY)Ix(F XA
Vy((F® N @©y=x)—A(xy) h)3x (S A
Yy(F ) — = A4 (y,x))) 13. a) = M (Chou, Koko)

b) = M (Arlene, Sarah ) A— T (Arlene, Sarah) ¢) = M (Debo-

rah, Jose) d) V xM (x,Ken) e) Vx— T (x,Nina) f) Vx (T -x, Avi)
VM(x,Avi)@3xVy@p=x—>Mkx y)h)yIxVynr=

x> M@xYVTxy))IxIyx=yAMEy A

M@y, x))AxMxx)k)IxVyx=y— (=M y A
STR))DVYx(Fyx=y A M@,V T(.x)
mIxIyx=yAME ATy x)nIxIyx=yA
Vz(z=xNz=y) > Mxz)VM©y,z)VT(xz)V

T (v z)) 15.a) V xP (x) , ou P (x) est « x a besoin d'un cours

en mathématiques discrétes »et le domaine comprend tous les
étudiants en sciences informatiques b) 3 xP (x) , ou P (x) est « x posséde
un ordinateur personnel "et le domaine comprend tous les étudiants
dans cette classe ¢) Vx 3 yP (x, y) , ou P (x, y) est « x a pris

", le domaine de x comprend tous les ¢leves de cette classe,

et le domaine pour y comprend tous les cours d'informatique

d)3d x3 yP (x, y),ou P (x ) etles domaines sont identiques a
dans la partie (c) €) Vx V yP (x, y) , ou P (x, y) est « x a été

en y ", le domaine de x comprend tous les éleves de cette classe,

et le domaine pour y se compose de tous les batiments sur le campus
N3IxIyVz(P(zy) — O(xz),0uP(zy) est«z estdans

¥ 7%t O (x, z) est” x a été dans z ”; le domaine pour x con-

siste de tous les ¢éléves de la classe, le domaine pour y compose
de tous les batiments sur le campus, et le domaine de z se compose de

toutes les chambres. @) VxVy3z (P (z, ) A O (x, z)) , avec la méme entrée

environnement comme dans la patfie4)V u 3 m (A (u, m) AN n (n=
m— —A(u, n)),ouA (u m)signifie que l'utilisateur u a

accds a la boite aux lettres m b)Y I p Ve (H (e) A S (p, en marche))
— § (noyau, fonctionnant correctement), ou / (e) signifie que

la condition d'erreur e est en vigueur et S (x, y) signifie que le

le statut dexesty ) Vu Vs (E (s ,.edu) — A4 (u, 5)) , ou

E (s, x) signifie que le site Web s a I'extension x et 4 (u, s)

signifie que l'utilisateur u peut accéder au site Webs d) I x3 y (x
YAVz(VsM(z35) < (z = xVz = ),
ou M (a, b) signifie que le systeme a surveille le serveur distant b
19.2)VxVy(x<0)A(¥<0)—>(x+y<0))b)-VxVy
((x>0)N(y>0)—>(x-y>0))e)VxVy@xa+y2>

@ty 2) ) VxVy(|lx|=|x|y|)21.VxIadbIcId (x>
0)—>x=a2+b2+c2+d2),ouledomaine se compose

de tous les entiers 23. a) VxVy (x<0) A (y<0) — (x>
0)b)Vx(x-x=0)c)VxIadba=bAVc(c2=xe
(c=aVc=0)))Vx(x<0)—-dyx=y2)

25. a) Il existe une identité multiplicative pour les nombres réels.

b) Le produit de deux nombres réels négatifs est toujours une pos-
nombre réel itive. ¢) Il existe des nombres réels x et y tels

que x 2 dépasse y mais x est inférieur a y . d) Les nombres réels sont
fermé sous l'opération d'addition. 27. a) Vrai b) Vrai

¢) Vrai d) Vrai e) Vrai f) Faux g) Faux h) Vrai i) Faux
29.2)P(1,1)AP(1,2)AP(1,3)AP(2,1)AP(2,2)A
P(2,3)NP(3,1)AP(3,2)AP(3,3)b)P(1,1)V

P(1,2)VP(1,3)VP(2,1)VP(2,2)VP(2,3)VP(3, 1)V

P(3,2)VP(3,3)0)(P(1,1)NP(1,2)NP(1,3))V

(P(2,1)NP(2,2)NP(2,3))V(P(3,1)NP(3,2)NP(3,3))

d)P(1,1)VP(2,1)VP(3,1)NP(1,2)VP(2,2)V
P(3,2))ANP(1,3)VP(2,3)VP(3,3))31.a)dxVydz—-T
x32)b)AxVy-Pr Y AIxVy-0xyc)3IxVy
("PxY Wz R(xy2)d)IxVyPxy A0 (KY)
33.a)3xIy-Pxpb)IyVx—Pryo)Iydx(—Px
YWA=Qxy)d) (VxVyP(x )V (IxIy=0(xy)
e)3x(Vydz-Pyz)VVzIy—-Pyz) 35. Toute
main avec quatre membres ou plus rend la déclaration vraie;
n’importe quel domaine de trois membres ou moins fait

ment faux. 37. a) Iy a quelqu'un dans cette classe tel

que pour deux cours de mathématiques différents, ce ne sont pas

les deux et seulement deux cours de mathématiques que cette personne a suivis.

b) Toute personne a visité la Libye ou n'a pas visité

un pays autre que la Libye. ¢) Quelqu'un a grimpé

ery mountain dans 'Himalaya. d) Il y a quelqu'un qui

n'a jamais ét¢ dans un film avec Kevin Bacon ni

dans un film avec quelqu'un qui a ét¢ dans un film avec

Kevin Bacon. 39.a) x=2,y=-2b)x=—4
x=17,y=-141.VxVyVz(x y) z=x"(v-2)
BNNmVbm=0—->3Ix(mx+b=0AYw(mw+b=

0o — w = x))) 45. a) Vrai b) Faux ¢) Vrai
47.2(3AxVyP (x,3) oV (VyP(xy) o VxIy= Py
49. a) Supposons que¥ xP (x) A 3 x0 (x) soit vrai. Alors P (x) est
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vrai pour tout x et il y a un élément y pour lequel Q ()) est vrai. n'obtiendra pas I'emploi », suit. 7. L'instanciation universelle est

Parce que P (x) A Q () est vrai pour tout x et il y a un y pour lequel utilisé pour conclure que "Si Socrate est un homme, alors Socrate est

Q () estvrai, Vx 3y (P (x) A Q () est vrai. Inversement, mortel. "Modus ponens est ensuite utilisé pour conclure que Socrate

pose que la deuxiéme proposition est vraie. Soit x un élément est mortel. 9. a) Les conclusions valables sont «Je n’ai pas pris le mardi

dans le domaine. 11y a un y tel que Q (y) est vrai, donc 3 xQ (x) jour de congé »,« J'ai pris congé jeudi »,« Il a plu jeudi. » b) « Je

est vrai. Parce que V xP (x) est également vrai, il s'ensuit que le premier n’a pas mangé d’épices et il n’a pas tonné »est un argument valable

la proposition est vraie. b) Supposons que V xP (x) V 3 xQ (x) soit clusion. ¢) «Je suis intelligent» est une conclusion valable. d) «Ralph

vrai. Soit P (x) est vrai pour tous les x , soit il existe un y pour n'est pas un CS majeur »est une conclusion valable. e) «Que vous achetez

qui O () est vrai. Dans le premier cas, P (x) V O (v) est vrai beaucoup de choses sont bonnes pour les Etats-Unis et sont bonnes pour vous "est un
pour toutx, donc ¥x 3y (P (x) V O () est vrai. Dans le dernier cas, conclusion valable. f) «Les souris rongent leur nourriture» et «Lapins

Q (3) est vrai pour un y particulier , done P (x) V O (3) est vrai pour tous ne sont pas des rongeurs »sont des conclusions valables. 11. Supposons que

x et par conséquent V.x 3 y (P (x) V O () est vrai. Inversement, p1,p2, .., pnsontvrais. Nous voulons établir que g — 7

supposons que la deuxiéme proposition soit vraie. Si P (x) est vrai pour est vrai. Si ¢ est faux, alors nous avons fini, vide. Autrement,

tout x, alors la premiére proposition est vraie. Sinon, P (x) est faux pour g est vrai, donc par la validité¢ de la forme d'argument donnée (que
certains x , et pour ce x il doit y avoir un y tel que P (x) V O (¥) chaque fois que p 1, p2, ..., p n, g sont vrais, alors r doit étre vrai), nous
est vrai. Par conséquent, O (¥) doit étre vrai, donc 3 yQ (y) est vrai. Il a suivi sachez que r est vrai. 13. a) Soit ¢ (x) « x est dans cette classe»

bas que la premiére proposition doit tenir. 51. Nous montrerons J (x) soit « x sait écrire des programmes en JAVA» et /1 (x)

comment une expression peut étre mise sous forme normale prénex (PNF) étre « x peut obtenir un emploi bien rémunéré.» Les locaux sont ¢ (Doug),
si des sous-expressions peuvent étre insérées dans PNF. Ensuite, en travaillant  j (Doug), V x (j (x) — & (x)) . Utiliser l'instanciation universelle

de l'intérieur, toute expression peut étre mise en PNF. (A et la derniére prémisse, / ( Doug ) — / ( Doug ) suit. Appliquer

modus ponens 4 cette conclusion et a la deuxiéme prémisse,
induction structurelle qui sera discutée dans la section 5.3.) h (Doug) suit. En utilisant la conjonction et la premiére prémisse,

Dans l'exercice 45 de la section 1.4, nous pouvons supposer que la proposition ¢ (Doug) A & (Doug) suit. Enfin, en utilisant des géné-

formaliser I'argument, il faut utiliser la méthode de

utilise uniquement V et ~ comme connecteurs logiques. Notez maintenant que tout 1, .o 1 ion < ouhaitée. 3 x (c (v A h (x) suit

proposition sans quantificateurs est déja en PNF. (C'est le b) Soit ¢ (x) « x est dans cette classe», w (x) soit « x aime la baleine

8 . .
cas de base de l'argument.) Supposons maintenant que la proposition regarder »et p (x) étrec x se soucie de la pollution des océans ».

est de la forme OxP (x) , ou O est un quantificateur. Parce que P (x) Les prémisses sont 3 x (¢ () A w (1) etV x (w (1) = p (v)) .
est une expression plus courte que la proposition originale, nous pouvons

! o A partir de la premiére prémisse, ¢ () A w (y) pour une per-
menez’-le _dans PNF‘ Puis Q.X.Sul\/l-d? ce PNF eft denouveau en PNF fils y . En utilisant la simplification, w (y) suit. En utilisant le sec-
ct est équivalent a la proposition originale. Ensuite, supposons deuxiéme prémisse et instanciation universelle, w () — p (%)
que la proposition est de la forme — P . Si P est déja dans PNF, suit. En utlisant le modus ponens, p (¥) suit, ct par con-
nous glissons le signe de négation devant tous les quantificateurs en utilisant le jonction, ¢ (%) A p () suit. Enfin, par la génération existentielle

équivalences du tableau 2 de la section 1.4. Enfin, supposez que Iéralisation, la conclusion souhaitée, 3 x (¢ (%) A p () ,
proposition est de la forme P V 0, ol chacun de Pet O esten . bas. ¢) Soit ¢ (x) « x est dans cette classe», p (x) soit « x possede
PNF. Siun seul de P et Q a des quantificateurs, alors nous pouvons utiliser un PC wetw (x) étrec x peut utiliser un pro-
Exercice 46 dans la section 1.4 pour amener le quantificateur devant gramme. “Les prémisses sont ¢ ( Zeke ), V x (¢ (x) = p (x)) , et

tous les deux. Si P et O ont des quantificateurs, nous pouvons utiliser l'exercice v (p (x) = w (v) . Utilisation de la deuxiéme prémisse et universelle

454 ?a section 1.4, exercice 48, .ou partie (b) de lexercu_:e.49 a. l'instanciation, ¢ ( Zeke ) — p ( Zeke ) suit. Utilisation du premier
rééerire PV Q avec deux quantificateurs précédant la disjonction - . . .
@ ition de Ia i . d prémisse et modus ponens, p (Zeke) suit. Utiliser le troisiéme
une proposition e la forme R V.S , puis mettre & V.S dans prémisse et instanciation universelle, p ( Zeke ) — w ( Zeke )

PNF. suit. Enfin, en utilisant le modus ponens, w (Zeke), le
conclusion, suit. d) Soit j (x) « x est dans le New Jersey»
(%) soit « x vit a moins de 50 milles de I'océan», et s (x) soit
«Xavul'océan.» Les locaux sont V x (j (x) — f(x))
et3 x (j(x) A —s (x)) . Laseconde hypothése et I'existence
l'instanciation tielle implique que j (¥) A — s (¥) pour un
Section 1.6 personne y . Par simplification, j () pour cette personne y . En utilisant
instanciation universelle et premiére prémisse, j () —f(¥) ,
1. Modus ponens; valide; la conclusion est vraie, car et par modus ponens, f'(y) suit. Par simplification, = 5 ()
les hypothéses sont vraies. 3. a) Addition b) Simplification découle dej () A= s (¥) . Donc f(y) A~ s (y) suit par con-
¢) Modus ponens d) Modus tollens e) Programme hypothétique jonction. Enfin, la conclusion souhaitée, 3 x (f(x) A ~s (x)),
GISM 5. Soit w étre « fonctionne Randy dur, » laissez - d étre « Randy est un s'ensuit une généralisation existentielle. 15. a) Correct, en utilisant
garcon terne, » et laissez - j étre « Randy va faire le travail. » Le hypothe- instanciation universelle et modus ponens b) invalide; erreur
ses sont w, w — d etd — —j . Utilisation de modus ponens et du d'affirmer la conclusion ¢) invalide; erreur de nier
deux premiéres hypothéses, d suit. Utilisation de modus ponens et du I'hypothése d) correcte, en utilisant l'instanciation universelle et

derniére hypothése, —/, qui est la conclusion souhaitée, "Randy modus tollens 17. Nous savons qu'il existe un certain x qui fait
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H (x) vrai, mais nous ne pouvons pas conclure que Lola est l'un de ces x .
19. a) Erreur dans I’affirmation de la conclusion b) Erreur dans la mendicité
réponse a la question ¢) Argument valide utilisant le modus tollens

d) Erreur de nier I'hypothése 21. Par le deuxieme

prémisse, il y a un lion qui ne boit pas de café. Laisser

Leo soit une telle créature. Par simplification, nous savons que Leo

est un lion. Par modus ponens, nous savons depuis la premiére prémisse
que Leo est féroce. Par conséquent, Leo est féroce et ne boit pas

café. Par la définition du quantificateur existentiel, il y a

dire

a

existent des créatures féroces qui ne boivent pas de café, ¢'
les créatures féroces ne boivent pas de café. 23. L'erreur se produit dans
étape (5), car nous ne pouvons pas supposer, comme cela se fait ici,

que le ¢ qui rend P vrai est le méme que le ¢ qui fait O

vrai. 25. On nous donne les prémisses ¥ x (P (x) — O (x)) et

= 0 (a) . Nous voulons montrer — P (a) . Supposons, au contraire,

que — P (a) n'est pas vrai. Alors P (a) est vrai. Par conséquent, en

versal modus ponens, nous avons Q (a) . Mais cela contredit la

étant donné le principe — Q (a) . Par conséquent, notre supposition doit avoir
¢été faux, et donc — P (@) est vrai, comme souhaité.

27. Etape Raison
1.Vx (P (x) A R (x)) Prémisse
2.P(a) AR (a) Instanciation universelle a partir de (1)
3.P(a) Simplification a partir de (2)
4.V x((P@x)— Prémisse
©Q®NSEK)
5.0(a) NS (a) Modus ponens universels de (3)
et(4)
6.5 (a) Simplification a partir de (5)
7.R (a) Simplification a partir de (2)
8.R(a) A S(a) Conjonction de (7) et (6)
9. VxR ((x) AS(x) Généralisation universelle a partir de (5)
29. Etapc Raison
1.3x~P(x) Prémisse
2.2P(c) Instanciation existentielle de (1)
3.Vx(P@xVOK) Prémisse
4. PV O(c) Instanciation universelle a partir de (3)
5.0 () Syllogisme disjonctif de (4)
et (2)
6.Yx (=0 ® VS (x) Local
7.-Q0 () VS Instanciation universelle a partir de (6)
8.5() Syllogisme disjonctif de (5)
et (7)
9.Yx (R (x) > — S (x)) Prémisse
10.R () —>—S(c) Instanciation universelle a partir de (9)
11.7 R (¢) Modus tollens de (8) et (10)
1223x-R®x) Généralisation existentielle de
an

31. Soit p «l pleut»; soit g «Y vette a son parapluie»;

soit 7 «Y vette se mouille». Les hypothéses sont—p V ¢, —~q V—-r,

etp V —r. Larésolution sur les deux premiers donne —p V —r . Res-
olution sur ce point et la troisiéme hypothese donne — 7, comme souhaité.
33. Supposons que cette proposition soit satisfaisable. Utilisation de résolu-
tion sur les deux premiéres clauses permet de conclure ¢ V ¢ ; dans
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mots, nous savons que ~ g doit étre vrai. C'est une contradiction.
Cette proposition n'est donc pas satisfaisable. 35. Valide

Section 1.7

1.Soitn=2k+ 1etm=2[+ 1 un entier impair.

gers. Alors n+m =2 (k+ [+1 ) est pair. 3. Supposons que
n est pair. Alors n =2 k pour un entier £ . Donc,

n2=(2k)2=4k2=2(2k2).Parce que nous avons écrit n 2

comme 2 fois un entier, nous concluons que n 2 est pair. 5. Direct
preuve: Supposons que m + n et n + p sont pairs. Alors m +n=2s
pour certains entiers s et n + p = 2 ¢ pour certains entiers . Sinous
additionnez-les, nous obtenons m +p +2 n =2 s +2 t. Soustraire 2 n de
des deux cotés et de l'affacturage, nous avons m + p=2s+2¢-2n=

2 (s +1t-n) . Parce que nous avons écrit m + p comme 2 fois

un entier, nous concluons que m + p est pair. 7. Parce que n

est impair, nous pouvons écrire n =2 k + 1 pour un entier & . alors
(k+1)2-k2=k2+42k+1-k2=2k+1=n.9. Supposons

que r est rationnel et 7 est irrationnel et s = r + i est rationnel.

Ensuite, par I'exemple 7, s +{ - r)xF i est rationnel, ce qui est4/ne contre-
diction. 11. Parce que 2 2=2estrationnel et 2 estirra-
tionnel, le produit de deux nombres irrationnels n’est pas nécessairement
irrationnel. 13. Preuve par contraposition: si 1 /x était rationnel,

puis par définition 1 /x= p /¢ pour certains entiers p et ¢ avec

g = 0. Parce que 1 /x ne peut pas étre 0 (si c'était le cas, alors nous aurions
la contradiction 1 = x - 0 en multipliant les deux c6tés par x ), nous
sachez que p = 0. Maintenantx=1/(1/x)=1/(p/q)=q/p par le
régles habituelles d'algebre et d'arithmétique. Par conséquent, x peut étre écrit
comme le quotient de deux entiers avec le dénominateur non nul.

Ainsi, par définition, x est rationnel. 15. Supposons qu'il ne soit pas

vrai quex>1ouy> 1. Alors x < I ety < 1. En ajoutant ces

deux inégalités, on obtient x + y < 2, qui est la négation

dex+y=>2.17. a) Supposons que n est impair, donc n =2 k+1 pour
unentier k. Alors n3+5=2 (4 k3+6 k2+3 k+3 ). Car

n 3+ 5 est deux fois un entier, il est pair. b) Supposons que

n3+ 5 estimpair et n est impair. Parce que n est impair et que le produit

uct de deux nombres impairs est impair, il s'ensuit que 7 2 est impair et
alors que 7 3 est impair. Mais alors 5= (n3+ 5 ) - n 3 aurait

étre pair car c'est la différence de deux nombres impairs.

Par conséquent, la supposition que 7 3 + 5 et n étaient tous deux impairs est
faux. 19. La proposition est vide car 0 est

pas un entier positif. Preuve vide. 21. P ('1 ) est vrai

cause (a+b)1=a+b>a1+b1=a+b.Preuve directe.

23. Sinous avons choisi 9 jours ou moins chaque jour de la semaine, cela
représenterait au plus 9,7 = 63 jours. Mais nous avons choisi 64

journées. Cette contradiction montre qu'au moins 10 des jours ot nous
choisi doit étre le méme jour de la semaine. 25. Supposons que

maniére de contradiction que a /b est une racine rationnelle, ot a et b

sont des entiers et cette fraction est en termes les plus bas (c'est-a-dire, a et
b n'ont pas de diviseur commun supérieur a 1). Branchez cette proposition
racine dans I'équation pour obtenir un 3/b3+a/b+1=0. Mul-

tiply par I' intermédiaire de b 3 pour obtenir un 3+ ab2+b3=0.Siuneth
sont tous les deux impairs, alors le coté gauche est la somme de trois impairs
et doit donc étre impair. Si a est impair et b est pair,

en d'autres termes, nous savons que ¢ doit étre vrai. Utilisation de la résolution sur alors le coté gauche est impair + pair + pair, ce qui est encore

les deux dernieres clauses nous permettent de conclure = ¢ V — ¢ ; en d'autre

impair. De méme, si @ est pair et b est impair, alors le c6té gauche
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le coté est pair + pair + impair, ce qui est & nouveau impair. Parce que le

la fraction a / b est en termes plus simples, il ne peut pas arriver que les deux

a et b sont pairs. Ainsi, dans tous les cas, le coté gauche est étrange,

et ne peut donc pas étre égal a 0. Cette contradiction montre que

montre que 3 n +1 est impair, montrant que ( i ) implique ( #i ). Prochain,
supposons que 3 7 + 1 est impair, donc 3 n + 1 =2 k+ 1 pour certains
entier k. Alors 3n=(2k+1)-1=2k,donc 3 n est pair.

Cela montre que ( #i ) implique ( iv ). Enfin, supposons que 7 soit

aucune racine n'existe. 27. Premiérement, supposons que 7 est impair, de sorte quepas méme. Alors n est impair, donc n = 2 k+ 1 pour un entier & .

n=2k+1 pourunentier k. Alors 5n+6=5(2k+1)+6=
10k+11=2(5k+5)+ 1. Par conséquent, 5 n + 6 est impair. Prouver
T'inverse, supposons que n est pair, de sorte que n = 2 k pour certains
entier k. Alors Sn+6=10k+6=2(5k+3),donc5n+6est

méme. Par conséquent, n est impair si et seulement si 5 n + 6 est impair. 29. Cette

la proposition est vraie. Supposons que m ne soit ni 1 ni -1. alors

mn a un facteur m supérieur a 1. Par contre, mn = 1,

et 1 n'a pas un tel facteur. Par conséquent, m = 1 ou m = —1. dans le
premier cas n = 1, et dans le second cas n = -1, car

n=1/m.31.Nous prouvons que tous ceux-ci sont équivalents a x
étre égal. Six est pair, alors x = 2 k pour un entier k . La-
avant3x+2=3-2k+2=6k+2=2 (3 k+1), ce qui est pair,

car il a été écrit sous la forme 2 £, ouz=3 k+ 1.
Deméme,x+5=2k+5=2k+4+1=2(k+2)+1,

donc x + 5 est impair; et x 2 =(2k): =2(2k2),doncx>
est méme. Pour les converses, nous utiliserons une preuve par contre-
position. Supposons donc que x n'est pas pair; donc x est impair et

nous pouvons écrire x = 2 k+ 1 pour un entier & . alors
3x+2=3(2k+1)+2=6k+5=2(3 k+2)+1, ce qui est impair
(c'est-a-dire pas méme), car il a été écrit sous la forme 2 7 +1,
outr=3k+2. Deméme,x+5=2k+1+5=2(%+3),

donc x + 5 est pair (c'est-a-dire pas impair). Que x 2 est étrange était déja

prouvé dans I'exemple 1. 33. Nous donnons des preuves par contraposition

de (i) — (ii) , (ii) — (i) , (i) — (iii) et (iii) — (i) .

Pour le premier, supposons que 3 x + 2 est rationnel, a savoir,

¢égal a p / g pour certains entiers p et ¢ avec ¢ = 0. Ensuite, nous
peutécrirex=((p/q)-2)/3=(p-2q)/(3¢q) ,ou

3 g = 0. Cela montre que x est rationnel. Pour la deuxieme condition
tionnelle, supposons que x soit rationnel, a savoir égal &

p/ g pour certains entiers p et ¢ avec ¢ = 0. Ensuite, nous pouvons écrire
3x+2=(3p+2¢q)/q,ouqg=0.Celamontre que 3 x +2 est

rationnel. Pour la troisiéme instruction conditionnelle, supposons que x /2
est rationnel, a savoir, égal a p /¢ pour certains entiers p et ¢

avec g = 0. Ensuite, nous pouvons écrirex=2p /g ,oug=0.Ce
montre que x est rationnel. Et pour le quatriéme état conditionnel-

ment, supposons que x soit rationnel, a savoir égal a p /¢ pour certains
les entiers p et g avec ¢ = 0. On peut alors écrirex/2=p/(2¢q),

ou 2 g = 0. Cela montre que x /2 est rationnel. 35. Non

37. Supposons que p1 — pa— p2—ps—pi—pl. A

prouver qu'une de ces propositions implique l'une des autres,

Alors3n=3 (2k+1)=6k+3=2(3k+1)+1,donc3 n est impair.
Ceci compléte une preuve par opposition que ( v ) implique (i ).

Section 1.8

LL12+1=2>2=21;22+1=5>24=22;32+1=
10>8=23;42+1=17>216=24 3.8ix<y,
alors max (x, y) + min (x, y) =y+x=x+y.Six>y,
alors max (x, y) + min (x, y) =x + y. Parce que ce sont

les deux seuls cas, I'égalité est toujours valable. 5. Parce que
|x-y|=|y-x|, les valeurs de x et y sont interchangeables

capable. Par conséquent, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

x>y.Alors (x+y-(x-y)/2=(x+y-x+y) /2=
2y/2=y=min (x, y) . Deméme, (x +y+ (x-y)) /2=
(xty+x-y)/2=2x/2=x=max (x, ).

7.1y a quatre cas. Cas 1: x> 0 ety > 0. Alors
[x|+|y|=x+y=|x+y| Cas2:x<0ety<0.

Alors | x|+ [y ==+ (=) == (x+3) = |+ car
x+y<0.Cas 3:x>0ety<0.Alors |[x|+|y|=x+(-y).
Six>-y,alors |x+y|=x+y.Mais parce quey <0, -y>y,
donc |x|+|y|=x+(-y>x+y=|x+y| Six<-y,alors
|[x+y|=-(x+y) =-x+(-y) .Mais parce quex > 0, x> - x,
donc |x|+|y|=x+(-p=—x+(-y=|x+y| Cas 4:x<0
ety > 0. Identique a 3 cas avec les roles de x et y re

versé. 9. 10 001, 10 002, ..., 10 100 sont tous des non-carrés,

parce que 1002 =10, 000 et 101 2= 10, 201; constructif. v
11.8=23et9=32 13. Soitx=2ety= Vv 2.8i
Xy= 2/ 2est irrationnel, nous avons terming. Sigon, alors x =2 2¢t
Y= 2/4. Alorsxy=(2 2) 2amwe=22( 2)/4=21/2= 2.

15. a) Cette affirmation affirme 1’existence de x avec un certain

propriété. Sinous laissons y = x, alors nous voyons que P (x) est vrai. Siy
est autre chose que x , alors P (x) n'est pas vrai. Ainsi, x est le

¢élément unique qui rend P vrai. b) La premicre clause ici

dit qu'il y a un élément qui rend P vrai. La deuxiéme

clause dit que chaque fois que deux ¢léments font tous les deux P vrai,

il suffit d'utiliser le syllogisme hypothétique a plusieurs reprises. 39. Nous donneraifs sont en fait le méme élément. Ensemble, ceux-ci disent que P

une preuve par contradiction. Supposons que a 1, a 2, ..., @ » sont tous
inférieur a 4 , ou 4 est la moyenne de ces nombres. alors
at+a2+-+an<nAd.Diviser les deux cotés par n spectacles
qued=(ai1+ax+-+an)/n<4,cequiestun

tion. 41. Nous montrerons que les quatre déclarations sont équivalentes
alentour en montrant que ( i) implique (7 ), (i) implique ( zii ), ( iii )
implique (iv) et (iv) implique (i ). Supposons d'abord que 7 est pair.
Alors n =2 kpour un entier k. Alors n+ 1 =2 k+ 1, donc

n+ 1 est impair. Cela montre que ( i ) implique ( ii ). Ensuite, supposons
que n + 1 est impair, donc n + 1 =2 k+ 1 pour un entier & .
Alors3n+1=2n+m+1)=2(m+k +1,cequi

est satisfaite par exactement un élément. ¢) Cette déclaration affirme
I'existence d'un x qui rend P vrai et a le plus

propriété que chaque fois que nous trouvons un élément qui rend P vrai,
cet élément est x . En d'autres termes, x est I'élément unique qui

rend P vrai. 17. L'équation |a - ¢ |=| b - ¢ | est équivalent

proche de la disjonction de deux équations: a - ¢=b - ¢ ou
a-c=-b+c.Lepremier est équivalentaa=>5b,

ce qui contredit les hypothéses formulées dans ce probléme, donc
I'¢quation d'origine équivautaa - ¢=- b+ c. Par

en ajoutant b + ¢ des deux cotés et en divisant par 2, nous voyons que cela
I'équation est équivalente a ¢ = (a + b) /2. Ainsi, il y aun
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solution unique. De plus, ce ¢ est un entier, car le

la somme des entiers impairs a et b est paire. 19. Nous sommes

demandé¢ de résoudre n = (k-2 ) + (k+ 3 ) pour k . En utilisant I'habituel,
réversible, les regles de I'algeébre, nous voyons que cette équation est équiva-
alentour a k= (n - 1 ) /2. En d'autres termes, c'est celui et

seule valeur de & qui rend notre équation vraie. Parce que n est impair,

n - 1 est pair, donc & est un entier. 21. Si x est lui-méme un entier,

alors on peut prendre n = x et € = 0. Aucune autre solution n'est

possible dans ce cas, car si l'entier 7 est supérieur a x ,

alors n est au moins x + 1, ce qui ferait € > 1. Six n'est pas

un entier, puis arrondissez-le a I'entier suivant, et appelez cela

entier 1 . Soit e =n - x . Clairement 0 < € < [; clest le

seulement € qui fonctionnera avec ce 72, et n ne peut pas étre plus grand,
car € est contraint a étre inférieur a 1. 23. L'harmonique

moyenne des nombres réels positifs distincts x ety est toujours inféicure
que leur moyenne géométrique. Pour prouyer 2 xy /(x+y) < s
multipliez les deux cptés par (x +) /(2 ) pour obtenir I'équivalent
inégalité environnante Xy <(X ) /2, ce qui est prouvé dans Ex-
ample 14. 25. La parité (impaire ou régularité) de la somme

des nombres inscrits au tableau ne change jamais, car
J+ket|j-k|ontlaméme parité (et a chaque étape nous

réduire la somme de j + & mais I'augmenter de |/ - k |). La-

avant l'entier a la fin du processus doit avoir le méme

parité comme 1 + 2+ -+ (2n)=n(2n+ 1), cequiest impair
parce que n est impair. 27. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposons que 7 est non négatif, parce que la quatriéme puissance d'un
entier et la quatriéme puissance de son négatif sont les mémes. nous
diviser un entier positif arbitraire n par 10, en obtenant un

patient k et reste /, d'oun =10 k+/, et/ estun

entier compris entre 0 et 9 inclus. Ensuite, nous calculons 7 4 en
chacun de ces 10 cas. Nous obtenons les valeurs suivantes, ou X

est un entier qui est un multiple de 10, dont la valeur exacte nous

ne vous inquiétez pas de. (10 k+0)4=10, 000 k4= 10, 000 k4 + 0,
(10k+1)4a=10,000ka+X k3+X kot X k+1,
(10k+2)4=10,000ks+ X - k3s+X-k2+ X k+16,
(10k+3)4=10,000ka+X - k3+X ka+X-k+8l,
(10k+4)4=10,000ks+X-k3+X-k2+ X k+ 256,
(10k+5)4=10,000k4+X - k3+X-ka+X-k+ 625,
(10k+6)4=10,000ks+X-k3+X-k2+X-k+ 1296,
(10k+7)4=10,000k4s+ X k3+X-k2+X-k+2401,
(10k+8)4=10,000ka+X-k3+X-k2+X-k+ 4096,
(10k+9)4=10,000k4+X - k3+X-k2+X k+6561.

Parce que chaque coefficient indiqué par X est un multiple de 10,

le terme correspondant n'a aucun effet sur le chiffre de l'un

répondre. Par conséquent, les chiffres sont 0, 1,6, 1, 6, 5,6, 1, 6,

1, respectivement, donc c'est toujours un 0, 1, 5 ou 6. 29. Parce que
n 3> 100 pour tout n> 4, il suffit de noter que n = 1,

n=2,n=3etn=4ne satisfont pas n 2+ n 3= 100.
31. Parce que 5 4= 625, x et y doivent étre inférieurs a 5.
Alors x4+ya<44/+44=512:¢625. 33. Si cejh'est pas N
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entier itif et a et ¢ sont des entiers avec a <¢ . En particulier,
(a+l)/b<c/b.Ainsi,x=(a+1 , ) /bestentre les deux
étant donné des nombres rationnels, parce que @ < 2. De plus, x N
est irrationnel, car si x était rationnel, alors 2 (bx - a) = 2
serait également contraire a 'exemple 10 de la section 1.7.

37. a) Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que x

la séquence est déja triée par ordre non décroissant, car

nous pouvons renommer les indices. I n'y a qu'un nombre fini de
ordonnances possibles pour la séquence y , donc si nous pouvons montrer que
nous pouvons augmenter la somme (ou du moins la maintenir) quand-
Jjamais nous trouvons y i et y j qui sont hors service (c'est-a-dire, i <j mais
yi>yj)enles commutant, alors nous aurons montré que

la somme est la plus grande lorsque la séquence y est en non décroissante
commande. En effet, si nous effectuons le swap, nous avons ajouté
xiyj+xjyialasommeetsoustraitxiyi+x;y;.le

I'effet net est d'avoir ajoutéx iy +xjyi-xiyi-x;jyj=
(xj-xi)(vi-yj),cequiestnon négatif par notre ordre de commande-
les suppositions. b) Similaire a la partie (a) 39.2) 6 — 3 — 10 —
551658—-4—-52—-51b)7—-22—>11-34—
17—-52—-26—-13—-40-20—-10-5—>16—

8§ —-4-2-1 )17 —-52—-26—-13 40—
20010—-5—-16—-8—-4—-52—1

d)21 -64—-32—-16—->8—>4—2—141.Sans

perte de généralité, supposons que le coin supérieur gauche et le coin supérieur droit
les coins de la planche sont supprimés. Placez trois dominos hor-

pour remplir la partie restante de la premiére ligne et remplir

chacune des sept autres rangées avec quatre dominos horizontaux.

43. Parce qu'il y a un nombre pair de carrés en tout, soit

il y a un nombre pair de carrés dans chaque rangée ou il y a un

nombre pair de carrés dans chaque colonne. Dans le cas précédent,
carreler le tableau de la maniére la plus évidente en plagant les dominos
izontalement, et dans ce dernier cas, tuiler la planche de fagon évidente
maniére en plagant les dominos verticalement. 45. Nous pouvons faire pivoter
le conseil si nécessaire pour que les carrés supprimés soient I et

16. Le carré 2 doit étre recouvert d'un domino. Si ce domino est

placé pour couvrir les carrés 2 et 6, puis le domino suivant

les placements sont forcés successivement: 5-9, 13-14 et 10-11,

a quel point il n'y a aucun moyen de couvrir le carré 15. Sinon,

le carré 2 doit étre recouvert d'un domino placé en 2-3. alors

les placements de dominos suivants sont forcés: 4-8, 11-12, 6-7,

5-9 et 10-14, et encore une fois il n'y a aucun moyen de couvrir le carré 15.
47. Retirez les deux carrés noirs adjacents a un coin blanc,

et supprimez deux carrés blancs autres que ce coin. Alors non

domino peut couvrir ce coin blanc.

49. 2)

0 @ ) @) ©)
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des nombres positifs ensemble, nous obtenons abc <( s ns=n,
ce qui implique la négation de notre hypothése que n = abc .
35. En trouvant un dénominateur commun, nous pouvons supposer que

les nombres rationnels donnés sonta /b etc/b, ou b estun

$-12 Réponses aux exercices impairs

b) L'image montre des pavages pour les quatre premiers motifs.

1 3

Pour montrer que le motif 5 ne peut pas carreler le damier, étiquetez le
carrés de 1 a 64, une rangée a la fois a partir du haut, a partir de la gauche
a droite dans chaque rangée. Ainsi, le carré 1 est le coin supérieur gauche,
et le carré 64 est en bas a droite. Supposons que nous ayons un carrelage.
Par symétrie et sans perte de généralité, on peut supposer

que la tuile est positionnée dans le coin supérieur gauche, couvrant

carrés 1, 2, 10 et 11. Cela force une tuile a étre adjacente a

a droite, couvrant les cases 3, 4, 12 et 13. Continuez en

de cette maniére et nous sommes obligés d'avoir une tuile couvrant les carrés
6,7, 15 et 16. Cela rend impossible de couvrir le carré 8.

Ainsi, aucun carrelage n'est possible.

Exercices supplémentaires

l.ay¢g—>pb)gApc)—qgV pd)gep3.a)le
la proposition ne peut étre fausse que si — p est faux, donc p est vrai. Si
p estvrai et g est vrai, alors ~ ¢ A (p — g) est faux, donc le

I'instruction conditionnelle est vraie. Si p est vrai et ¢ est faux, alors
p — q est faux, donc — ¢ A (p — g) est faux et le conditionnel

déclaration est vraie. b) La proposition ne peut étre fausse que si
q est faux. Si g est faux et p est vrai, alors (p V g) A — p est

false et I'instruction conditionnelle est vraie. Si ¢ est faux et p
est faux, alors (p V g¢) A — p est faux, et I'état conditionnel-

ils sont contradictoires. Il est donc (vide) vrai que

chaque fois que toutes les prémisses sont vraies, la conclusion est également
true, ce qui par définition en fait un argument valide. Etre-

parce que les prémisses ne sont pas toutes les deux vraies, nous ne pouvons pas conclure
que la conclusion est vraie. 19. Utilisez les mémes propositions

comme indiqué dans la section 1.3 pour un puzzle Sudoku 9 x 9,

avec les variables indexées de 1 a 16, au lieu de 1

a9, et avec un chgpgement similgjrespouyylgs prgpgsitions

4 x 4 blocs: r=0 s=0 a=l Q=1 yp(Ar+idst
jin).21.a)Fb)Tc)Fd) Te)F f) T 23. De nombreux

les swers sont possibles. Les sénateurs américains en sont un exemple.
25.¥Vx3Aydz(=zAVYwPwx) o (w=yVw=z))

27.a) "3 xP (x) b)IxP X Ay (P () —>y=x)
¢)dx1dx2P(x1)AP(x2)Axi=x2AYy P ) — (=
x1Vy=x2))d)Ix1Ix23x3(Px1)ANP(x2) AP(x3)Ax1=
X2AXx1 = X3AXx2 = xX3ANYy Py —
(v=x1Vy=x2Vy=x3))) 29. Supposons que

I x (P (x) = O (x)) estvrai. Soit O (x0) est vrai pour

certains x 0 , auquel cas VY xP (x) — 3 x Q (x) est vrai; ou P (x0)

est faux pour certains x 0, auquel cas V xP (x) — 3 xQ (x) est

vrai. Inversement, supposons que 3 x (P (x) — O (x)) soit faux.

Cela signifie que V x (P (x) A — O (x)) est vrai, ce qui implique

VxP (x) et Vx (= QO (x)) . Cette derniére proposition est équivalente
a—3xQ (x) . Ainsi, V xP (x) — 3 xO (x) est faux. 31.Non
33.VxVz3yT(x yz),0uT(x y z) estlénoncé

cet étudiant x a pris la classe y dans le département z , ot

les domaines sont I'ensemble des éléves de la classe, I'ensemble des
cours dans cette université, et I’'ensemble des départements du

école de sciences mathématiques 35. 3! x 3! y T (x, y) et
AxVz(IyVw(T(z,w) o w=y) —>z=x),0uT(xy)

signifie que I'é¢tudiant x a pris la classe y et que le domaine est tout
¢éleéves de cette classe 37. P (a) — O (a) et Q (a) — R (a)

par instanciation universelle; puis — O (@) par modus tollens et

= P (a) par modus tollen\; 39. Nous donnons une preuve par contraposi-

tion et montrer que si x est rationnel, alors\/x est rationnel, en supposant

tout au long de ce x > Qi Supposons que x=p/q estrationnel,
g=0.Alorsx=( X) 2= p2/q 2 est également rationnel ( g 2 est a nouveau

différent de z¢éro). 41. Nous pouvons apporter une preuve constructive en laissant
m=10500+1. Alors m 2= (10500 +1 ) 2> (10 500) 2= 10 1000 .
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(=p ANgArAs)9. Traduire ces déclarations en

symboles, en utilisant les lettres évidentes, nous avons ~¢— ~ g,
—~g——q,r—qet—tAr.Supposons que l'état-

sont cohérents. La quatriéme déclaration nous dit que — ¢

doit étre vrai. Par conséquent, par modus ponens avec le premier état-
ment, nous savons que ~ g est vrai, donc (& partir du deuxiéme énoncé
ment), que ~ ¢ est vrai. En outre, la quatriéme déclaration nous dit

que 7 doit étre vrai, et donc encore modus ponens (troisieme état-
ment) rend g vrai. C'est une contradiction: ¢ A — ¢ . Donc

les déclarations sont incohérentes. 11. Rejeter-accepter-rejeter-
accepter, accepter-accepter-accepter-accepter, accepter-accepter-rejeter-
accepter, rejeter-rejeter-rejeter-rejeter, rejeter-rejeter-aceepter-rejeter,

et rejeter-accepter-accepter-accepter 13. Aaron est un valet et

Le cristal est un chevalier; on ne peut pas déterminer ce qu'est Bohan.

15. Brenda 17. Les prémisses ne peuvent pas étre toutes les deux vraies, car

13.
janvier X
fevrier
Mai .
juin Mars avril
Jjuillet
septembre octobre
aolt
novembre
décembre

15. Les points dans certaines régions indiquent que ces régions sont
pas vide.

17. Supposons que x € 4 . Parce que 4 C B, cela implique que

x € B. Parce que BC C, on voit quex € C. Car

x € 4 implique quex € C, ilenrésulteque 4 € C. 19.2) 1
b)lo2d)321.a){@, {a}}b){@,{a}, {b} {ab}}
©) {2, {@}, {{o}}, {2, {@}}} 23.2)8b) 16 ¢) 2 25. Pour

la partie «si», étant donné 4 C B, nous voulons montrer que

P (4) C P (B), par exemple, si C C 4 puis C C B. Mais cette
directement a partir de I’exercice 17. Pour la partie «seulement si»,

que P (4) C P (B) , nous voulons montrer que 4 C B. Supposer
un € A . Alors {a} CA,donc{a} €P(A).PuisqueP (4) CP(B),

43. 23 ne peut pas étre écrit comme la somme de huit cubes. 45. 223
ne peut pas étre écrit comme la somme de 36 cinquiemes pouvoirs.

CHAPITRE 2

Section 2.1

l.ay{-1,1}b){1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}¢){0,1,4,9, 16,
25,36,49, 64, 81} d) @ 3. a) Le premier est un sous-ensemble des
deuxiéme, mais le second n'est pas un sous-ensemble du premier. b) Ni

est un sous-ensemble de 'autre. ¢) Le premier est un sous-ensemble du sec-
deuxiéme, mais le second n'est pas un sous-ensemble du premier. 5. a) Oui
b) Non ¢) Non 7. a) Oui b) Non ¢) Oui d) Non e) Non f) Non

9. a) Faux b) Faux ¢) Faux d) Vrai e) Faux f) Faux g) Vrai

11. a) Vrai b) Vrai ¢) Faux d) Vrai e) Vrai f) Faux

Réponses aux exercices impairs S-13

Deuxiémement, supposons que a=b . Alors {{a }, {a b}} = {{a}}, unensemble
avec un élément. Par conséquent, {{ ¢ } , { ¢, d }} n'a qu'un seul élément,

ce qui ne peut se produire que lorsque ¢ = d , et 'ensemble est {{ ¢ } }. Alors
slensuitquea =cetb=d.47.SoitS={ a1, a2, .., an}.

Représente chaque sous-ensemble de S avec une chaine de bits de longueur 7, ot

le i - iéme bit est égal a 1 si et seulement si un i € S. Pour générer tous les sous-ensembles de

S, liste tous Teg Raines de bits de longueur n (par exemple, en augmentant
ordre) et notez les sous-ensembles correspondants.

Section 2.2

1. a) L'ensemble des éléves qui vivent a moins d'un mile de I'école

et marcher jusqu'aux classes b) L'ensemble des éleves qui vivent dans
un mile de I'école ou & pied pour les cours (ou les deux) ¢) Le
ensemble d'éléves qui vivent @ moins d'un mile de I'école, mais

ne marchez pas en classe d) L'ensemble des éleves qui marchent

aux cours, mais vivent a plus d'un mile de I'école
3.2){0,1,2,3,4,5,6}b){3}¢){1,2,4,5}d){
{x|~xep)}={x|~(~x€d)}={x|x€A}=4
7.2) AUU={x|x€EAVXEU}={x|x€EAVT}
{x|T}=Ub)AN@={x|xEANXEQD}={x|x€E
ANF}={x|F}=29a)AUA={x|x€EAVXEA}=U
b)ANA={x|xEANXEA} =0 1.a)4U
B={x|x€EAVXEB}={x|xEBVXxEA}=BUA
b)ANB={x|x€EANXEB}={x|xEBAXEA}=

BN A13. Supposons quex € AN (AU B) . Alors x € A et

X € A U B par la définition de l'intersection. Parce quex € 4,

0,6} 5.4=



il en résulte que { @ } € P (B), ce quisignifieque {a } C B.
Mais cela implique un € B, comme souhaité. 27. a) { (a, y), (b, y) ,
(cy).,@y,(az),(bz),(cz),dzz)}b){ya,yb,
ma,md,(za),(zb),(zc),(zd} 29. L'ensemble des

triplets (a, b, ¢) , ol a est une compagnie aérienne et b et ¢ sont des villes.

nous avons prouvé que le coté gauche est un sous-ensemble du coté droit
coté. Inversement, soit x € 4 . Ensuite, par la définition de

union, x € 4 U B également. Doncx € AN (4 U B)

par la définition de l'intersection, donc le c6té droit est

un sous-ensemble du coté gauche. 15.a)x €A U B=
X€EAUB=—~(x€AVXxEB)=—(xXEAN~(XEB)=
XEANXEB=xE€EANXEB=x€ANEB

Un sous-ensemble utile de cet ensemble est 'ensemble des triplets (@, b, ¢) pour
quiavoleentrebetc.31.@xA={(x,y)|x €
Qety€EA}=0={(x, ) |xEActy€ED} =4AxD

33.2) {(0,0),(0,1),(0,3),(1,0),(1,1).(1,3).(3,0),(3,1),D4B AUB 4
(3.3)}b){(1,1).,(1,2),(1,@),(1,b),(2,1),(2,2),(2,0a),
(2,b),(a1),(a,2), (aa),(@b),(b1),(b2),(ba,b, b}
35.mn37.mn 39. Les ¢léments de A x B x C sont constitués

de 3-tuples (a, b, ¢) ,ola € A,b € Betc € C, alors que

les éléments de (4 x B) x C ressemblent a ((a, b), ¢) - ordonné

paires, dont la premiére coordonnée est a nouveau une paire ordonnée.

C

B UN B ANB

oo = —
oS - o -
[
- o oo
- — o o
- - o
- o o o

17.2)x€EANBNC=x€EANBNC=x€EAVxE
BVx€E(C=x€AVxEBVxEC=xEAUBUC

41. a) Le carré d'un nombre réel n'est jamais -1. Vrai b) La
existe un entier dont le carré est 2. Faux ¢) Le carré de
chaque entier est positif. Faux d) Il existe un nombre réel égal

asa propre place. Vrai43.a) {—=1,0, 1} b)Z-{0, 1} ) @ b)

45. Nous devons montrer que {{a }, {a b} =1{{c}, {c d}}siet ABCANBNCANBNCABCAVBU C

seulement si @ = c et b = d . La partie «si» est immédiate. Donc 111 1 0 000 0
supposons que ces deux ensembles sont égaux. Considérons d'abord le cas ou 110 0 1 001 1
a=b.Alors {{a}, {a b}} contient exactement deux éléments, un 101 0 ) 010 1
dont contient un élément. Ainsi, {{ ¢}, { ¢, d }} doit avoir 100 0 1 011 1
la méme propriété, donc ¢ =d et { ¢ } est I'élément contenant 011 0 1 100 1
exactement un élément. Par conséquent, { a } = { ¢ }, ce qui implique que 010 0 1 101 1
a=c.Deplus, les ensembles a deux ¢léments { a, b } et { ¢, d } doivent étre 001 0 1 110 1
¢égal. Parce que a=ceta=b ,ils'ensuitque h=d . 000 0 1 111 1
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19. a) Les deux cotés sont égaux {x [x EAANXEB}.b)A=AN U= b) 11 1110 0000 0000 0000 0000 0000 A 01 1100 1000 0000

AN(BUB)=(ANBUMANB2L.xEAU BUC) =
xEAVEEMBUC)=(xEAV(XEBVXE
C)=(x€EAVXEBVHXEC)=xEAUBUC
23.x€EAUBNC)=(x€AV (xEMBNC)=
EAVEXEBANXxEC)=(xEAVXE
BNxEAVXEC)=xE(AUBNMAUC

25.2){4,6}b){0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}¢){4,5,6,8,10}
d){0,2,4,5,6,7,8,9, 10} 27. a) La partie a double ombrage

est I'ensemble souhaité.

UNE B

b) L'ensemble souhaité est la partie ombrée entiére.

0100 0101 0000 =01 1100 0000 0000 0000 0000 0000 0000,
représentant { b, ¢, d } ¢) (11 1110 0000 0000 0000 0000
0000 v 000110 0110 0001 1000 0110 0110) A (01 1100
1000 0000 0100 0101 0000 v 00 1010 0010 0000 1000 0010
0111)=1111100110 0001 1000 0110 0110 A 01 1110
1010 0000 1100 0111 0111 =01 1110 0010 0000 1000 0110
0110, représentant { b, ¢, d, e, i, 0, t, u, x, y } d) 11 1110
0000 0000 0000 0000 0000 v 01 1100 1000 0000 0100 0101
0000 v 00 1010 0010 0000 1000 0010 0111 v 00 0110 0110
0001 1000 01100110 =11 1110 1110 0001 1100 0111
0111, représentant { a, b, ¢, d, e, g h,i,n,0,p, t,u, v, x, 3,z }

59.a){1,2,3,{1,2,3}} b){@} 0) {0, {2}}d){D, {T},

(@, (@)1} 61.a){3-a,3-b 1-c4-d}b){2-a2-b}
Ofl-al-cyd{l-b4-dye){5-a5bl-cdd}

63. F= {0,4 Alice, 0,1 Brian, 0,6 Fred, 0,9 Oscar, 0,5 Rita},
R = {0,6 Alice, 0,2 Brian, 0,8 Fred, 0,1 Oscar, 0,3 Rita}
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29.a) BC Ab)A C Bc) AN B=2d) Rien, car

c'est toujours vraie) 4 = B 31LACB=Vx(x€A4—
XEB)=Vx(xEB—>x€EA)=Vx(xEB—-xE

A) =B C 433. L'ensemble des étudiants en informatique

majeures en sciences, mais pas les majeures en mathématiques ou qui sont
majors ématiques mais pas les majors en informatique 35. Un
I'élément est dans (4 U B) - (A N B) s'il est dans l'union de 4

et B mais pas a l'intersection de 4 et B, ce qui signifie

qu'il est soit 4 ou B, mais pas dans les deux 4 et B. C'est

exactement ce que cela signifie pour un élément d'appartenir a un @ B .
3. A@A=(A- AU A-4)=0U D=0

D) A®S=(A-0)U (D A)=AUS=Ac)A® U=
A-U)UU-4)=0UA=Ad)A® A=(4-4) U
(A-4)=4V4=U 39. B=@41. Oui 43. Oui

45. Si 4 U B était fini, il aurait alors 7 éléments pour certains

nombre naturel 7 . Mais 4 a déja plus de n éléments,

car il est infini, et 4 U B a tous les éléments que 4 a,

donc 4 U B aplus de n éléments. Cette contradiction montre

que 4 U B doit étre infini. 47.a) {1,2,3,...,n} b) {1}

49.2) 4, b){0,1}51.a)Z, {~1,0, 1} b)Z- {0}, >
OR,[-1,1]d)[1, ), @53.a){1,2,3,4,7,8,9,10}

b) {2,4,5,6,7}¢) {1, 10} 55. Le bit en i éme position de

la chaine de bits de la différence de deux ensembles est 1 si le i éme bit
de la premiére chaine est 1 et le / éme bit de la deuxiéme chaine est 0,
ct vaut 0 sinon. 57. a) 11 1110 0000 0000 0000 0000

0000 v 01 1100 1000 0000 0100 0101 0000 =11 1110 1000

0000 0100 0101 0000, représentant { a, b, ¢, d, e, g p. £, v }

a<b,puis f(a)>f(b) ;sia> b, alors f(a) <f(b) .
Ainsi, sia= b, alors f(a) =f(b) . b) Les réponses varieront; pour
exemple, f(x) = 0 pour x < 0 et f(x) = - x pour x> 0.

29. La fonction n'est pas individuelle, elle n'est donc pas inversible. Sur

le domaine restreint, la fonction est la fonction d'identité sur
les nombres réels non négatifs, /'(x) = x, il est donc son propre in-

65. {0,4 Alice, 0,8 Brian, 0,2 Fred, 0,1 Oscar, 0,5 Rita}
Section 2.3

1.a) f(0) n'est pas défini. b) f'(x) n'est pas défini pour x < 0.

¢) f(x) n'est pas bien défini car il existe deux

valeurs attribuées a chaque x . 3. a) Pas une fonction b) Une fonction
tion ¢) pas une fonction 5. a) Domaine de l'ensemble des chaines de bits;
plage I'ensemble des entiers b) Domaine I'ensemble des chaines de bits;
plage I'ensemble d'entiers non négatifs ¢) Domaine la

ensemble de chaines de bits; plage I'ensemble des entiers non négatifs non
dépassant 7 d) Domaine I'ensemble des entiers positifs; intervalle
l'ensemble des carrés d'entiers positifs = {1, 4,9, 16, ... }

7.a) Domaine Z L ; gamme Z N b) Domaine Z N ; intervalle

{0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} ¢) Domaine l'ensemble de chaines de bits;
plage N d) Domaine I'ensemble de chaines de bits; gamme N 9. a) 1
b)0¢c)0d)-1e)3f)-1g) 2h)111. Seulle

fonction dans la partie a) 13. Seules les fonctions dans les parties a) et
(d) 15. a) Sur b) Pas sur ¢) Sur d) Pas sur e) Sur

17. a) Dépend si les enseignants partagent les bureaux b) One-

en supposant un seul enseignant par bus ¢) Tres probablement pas

un a un, en particulier si le salaire est fixé par une négociation collective -
accord ING d) un a un 19. Les réponses varient. a) Définir

des bureaux de I'école; probablement pas sur b) Ensemble d'autobus
faire le voyage; sur, en supposant que chaque bus a un enseignant
chaperon ¢) Ensemble de nombres réels; pas sur d) Jeu de cordes

de neuf chiffres avec des tirets apres les troisieme et cinquiéme chiffres; ne pas

sur 21. a) La fonction f(x) avec f(x) = 3 x + 1 lorsque
x>0etf(x)=-3x+2lorsquex<0b)/f(x)=|x|+1

¢) La fonction f'(x) avec f(x) =2 x + 1 lorsque x> 0 et

S(x)=-2xlorsquex <0d)/f(x)=x2+123.a)Oui

b) Non ¢) Oui d) Non 25. Supposons que fsoit strictement décroissant
ing. Cela signifie que /' (x)> f () chaque fois que x <y . A

montrent que g est strictement croissant, supposons que x <y . alors

g =1/f(x <1/f() =gy .Inversement, supposons que g

est en constante augmentation. Cela signifie que g (x) <g () chaque fois
x <y . Pour montrer que fest strictement décroissant, supposons que
x<y.Alorsf(x)=1/g(x)>1/g ) =f().27.a) Soit

fétre une fonction strictement décroissante donnée de R a elle-méme. Si

Réponses aux exercices impairs S-15

&tre obtenu en substituant-xax.57.[ b1 la -1
59.a) 1 b) 3 ¢) 126 d) 3600 61. a) 100 b) 256 ¢) 1030
d) 30200

63. 4
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verset. 31.2) £(S)= {0, 1,3} b) £(5)=10,1,3,5,8}

) f(S)=1{0,8,16,40} d)f(S)={1,12, 33,65}

33. a) Soitx et y étre des ¢léments distincts de A4 . Parce que g est un-
to-one, g (x) et g () sont des éléments distincts de B . Parce que fest
unaun, f(g(x)= (g &etf(g(®) =2 (1)

sont des éléments distincts de C . Par conséquent, f g est un a un. b) Soit
y € C. Parce que feest sur, y=f(b) pour un certain b € B .

Maintenant , parce que g est sur, b = g (x) pour un certain x € 4 . Par conséquent,

y=f(b)=f(g(x)=(f°g (x).1ls'ensuit que f° g est sur.

35. Non. Par exemple, supposons que A= {a },B={b, c}et
C={d}.Soitg(a)=b,f(b)=detf(c)=d.Alors fet

f° g sont sur, mais g ne l'est pas. 37. (f+ g) (x) =x2+x+3,
(fg) (x) =x3+2x2+x+239. festun aun car
f(x1)=f(x2) > axei1+b=axe2+b—axe1=axe2 —x1=
x2. festsurparce quef((v-b)/a)=yf-1(y)=(v-b)/a.
41.2)A=B=R,S={x|x>0},T={x|x<0},

f(x) = x 2b) 1l suffit de montrer que /(S) N f(T) Cf(SNT).
Soity € Bun élément de f(S) N f(T) . Alors y € f(S) ,

S(x2)
pour certains x 2 € T . Parce que f'est un a un, il s'ensuit que
x1=x2.Doncx1 € SN T,doncy €f(SNT).

43.2) {x|0<x<1}b){x|-1<x<2} 0O

.S ={x€A|f(Y) €S} ={x€A|f(x) €S}
=/f-1(8) 47. Soitx=| x | + €, ou € est un nombre réel

siy=f(x1) pour un certain x 1 € §. De méme, y

avec0<e<1.Sie<1

[x-1 2,puis [ x| -1 <x-1 2< | x|, donc
2] =1 x| et c'est l'entier le plus proche de x . Sie>1 2

It x| <x-

lors [x ] <x-1 2<|x]+1,donc[ x-1 a]l=lx]+1et

cest I'entier le plus proche de x . Sie=1 .
) ) ) ) Z,pUIS[X-I 2]=1xl

qui est le plus petit des deux entiers qui entourent x e

sont & la méme distance de x . 49. Ecris le vrai nombre x

comme | x | + €, o € est un nombre réel avec 0 < € < 1. Parce que

e=x-| x],ils'ensuit que 0 < —| x | < 1. Les deux premiers

les inégalités, x =1 < | x ] et | x | <x, suivent directement. Pour le

deux autres inégalités, écrivezx=[x]-e,ou0<e<1.

Alors 0 <[ x1-x <1, et linégalit¢ souhaitée suit.

51.a) Six <n,parceque | x | <x, il s'ensuitque [ x | <n.

Supposons que x> n . Par la définition de la fonction plancher, il

il s'ensuit que | x | > n . Cela signifie que si| x | <n, alors x <n .

b) Sin <x, alors parce que x < [ x |, il s'ensuitque n <[ x ].

Supposons que 7 > x . Par la définition de la fonction plafond,

il s'ensuit que [ x ] < n . Cela signifie que sin <[ x ], alors

n <x.53. Sin estpair, alors n = 2 k pour un entier k .

Ainsi, | n/2]=| k| =k=n/2.Sinestimpair, alors n =2 k+ 1

pour un entier k. Ainsi, | n/2] =] k+1 =k=(n-1)/2.

55. Supposons que x > 0. Le coté gauche est [- x ] et le

le coté droit est —| x ]. Si x est un entier, les deux cotés

égal - x . Sinon, soitx =7 + €, ol n est un natu-

nombre ral et € est un nombre réel avec 0 < € < 1. Alors

[-x1=[-n-el=-net-lx]=-lntel=-n

aussi. Lorsque x < 0, I'équation est également valable car elle peut

65. 3
1
2 a0 o2 s
il
2
-3
67. a) 3 b) 3
2 2
1 1
- -2 -2 1 1 2
4 42 4 .
2 -2
3 -3
3 P
<) ré) 4
2 3
2
. 2
1
129 6 -3 36 9 12
1 -1 1
)
-2
2
3 s
e) 4 F) s
N 4
) 3
2
1
1
2 1 2
1 24 4 2
-2 o
-3 -3
-4 4

g) Voir partie (a). 69. /-1 () = (y-1) 1/wois 71. @) fan s (x) =
lox€ANBoxEAdetx€EBo fa(x)=1et
fBx)=1ofax)fe(x)=1b)favs(x)=1-x€E
AUB—x€Aoux€B e fa(x)=1

oufs)=1ofa@)+ 8((x)-fa(x)[fB(x)=1
Ofa(x)=lox€Adox€Adofi(x)=0o1-fa(x)=
1d)faes(x)=1>x€EADB— (xEAectx € B) ou
(xEAetx EB) > fa(x)+[fB(x)-2f1(x)fB((x)=1

73. a) Vrai; parce que | x | est déja un entier, [ x |1=[x |.
b) Faux; x=1

, estun contre-exemple. ¢) Vrai; six ou y estun

entier, puis par la propriété 4b dans le tableau 1, la différence est 0. Si
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nix ni y n'est un entier, alorsx=n+eety=m+9,

ou n et m sont des entiers et € et & sont des nombres réels positifs
bers inférieur a 1. Alors m +n <x+y <m + n + 2, donc

[ x+ylestsoitm +n+1oum+n+2. Par conséquent, le
I'expression estsoit (n+ 1)+ (m+1)-(m+n+1)=1ou
(m+1)+m+1)-(m+n+2)=0,comme souhaité. d) Faux;
X~ 1, ety=3estun contre-exemple. e) Faux; x =1 , est
un contre-exemple. 75. a) Six est un entier positif, alors le

deux cotés sont égaux. Supposons donc quex=n2+m+ e, ou

n 2 estle plus grand carré parfait inférieur g x, m estun négatify

entier et 0 <e < 1. Alors les deux xet Lxl="n2tm
sont entre n et n + 1, donc les deux cotés sont égaux a n . b) Six estun
entier positif, alors les deux cotés sont égaux. Supposons donc que
x=n2-m-e,oun:2estleplus petit carré parfait

supérieur a x, m est un entier non négatiffet € est ug/nombre régl

ber avec 0 <e < 1. Alors les deux xet [x1=" n2-m
se situent entre 7 - 1 et n . Par conséquent, les deux cotés de I'équa-

tion égale n . 77. a) Le domaine est Z ; le codomaine est R ; domaine de
la définition est I'ensemble d'entiers non nuls; I'ensemble des valeurs de
qui fn'est pas défini est {0}; pas une fonction totale. b) Domaine

est Z ; le codomaine est Z ; le domaine de définition est Z ; ensemble de valeurs

pour lequel /n'est pas défini est @; fonction totale. ¢) Le domaine est
Z x Z ; le codomaine est Q ; le domaine de définition est Z x (Z - {0} ) ;

ensemble de valeurs pour lesquelles fn'est pas défini est Z x {0}; pas un total

une fonction. d) Le domaine est Z x Z ; le codomaine est Z ; domaine de
la définition est Z x Z ; ensemble de valeurs pour lesquelles fn'est pas défini
est @; fonction totale. €) Le domaine est Z x Z ; le codomaine est Z ;
domaine des définitions est { (m, n) | m> n }; ensemble de valeurs

pour lequel /n'est pas défini est { (m, n) | m < n }; pas un total

une fonction. 79. a) Par définition, dire que S a une cardinalité

m veut dire que S a exactement 7 éléments distincts. Donc

nous pouvons affecter le premier objet a 1, le second a 2, etc.

Cela fournit la correspondance biunivoque. b) Par la partie (a),

il'y a une bijection fde Sa {1, 2, ..., m } et une bijection
gdeTa{l,2,.., m}. Alors lacomposition g -1 ° feest

la bijection désirée de Sa 7.

Section 2.4

1.2)3b)-1¢)787d)26393.a)ao=2,a1=3,

a2=5,a3=9 b)ao=1,a1=4,a2=27,a3=256
¢ao=0,a1=0,a2=1,a3=1d)ao=0,a1=1,
a2=2,a3=35.2)2,5,8,11,14,17,20,23,26,29
by1,1,1,2,2,2,3,3,3,4¢1,1,3,3,5,5,7,7,9,9
d)-1,-2,-2,8,88,656,4912, 40064, 362368,

3627776 €) 3,6, 12,24 ,48,96, 192, 384, 768, 1536
)2,4,6,10,16,26,42,68,110,178¢)1,2,2,3,3,3,3,4,
4,4h)3,3,5,4,4,3,5,5,4,37.Chaque terme peut étre

deux fois le mandat précédent; le n éme terme peut étre obtenu auprés de
le terme précédent en ajoutant 7 - 1; les termes pourraient étre les

des entiers positifs qui ne sont pas des multiples de 3; il y a des
infiniment d'autres possibilités. 9. a) 2, 12, 72, 432, 2592
b)2,4,16,256,65,536¢)1,2,5,11,26d)1,1,6,27,204

§1,2,0,1,311.)6, 17,49, 143, 421 b)49 =
5.17-6-6,143=5-49-6- 17,421 =
5-143-6-49 O S5an1-6anz =5(21F5:

3n1)-6(2 "2 4+5-3,2)=2,2(10-6)+
3n-2(75-30)=2n2-4+342:9-5=2u+3 0 5=an

13. a) Oui b) Non ¢) Non d) Oui e) Oui f) Oui g) Non h) Non
15.a)an1+2an2+2n-9=-(n-1)+2+2
[-m-2)+2]+2n-9=-n+2=an b) un n-1+
2an2+2n-9=5(=1)n-1-(n-1)+242[5(-1)n-2-
m-2)+2]14+2n-9=5(=1)n-2(-1+2)-n+2=an
an-1+t2an242n-9=3 (=1 )n-142n-1-(n—1)+2+

203 (=1)n2+2n2-(m-2)+2]+2n-9=3(-1)n2
(—1+2)+2n2(2+2)-n+2=an d)un -1+
2an2+2n-9=72n-1-(m-1)+2+2[7-2n-2-
Mm-2)+2]142n-9=2,2(7-2+2-7)-n+2=an

17.a)an=2-3a byan=2n+3c¢)an=1+nm+1)/2
dan=n2+dn+deyan=1fan=(3 nii-1)/2
gan=5n1h)an=2an!19.2)an=3an-1b)5904 900
2.a)an =n+tan-1,a0 =0b)an =78

Qunen=n(n+1)/223. Bk =[1+(0.07/douze)]B(k-1)-
100, avec B (0 ) = 5000 25. a) Un 1 etun 0, suivis

par deux 1 et deux 0, suivis de trois 1 et trois 0,

etc; 1, 1, 1 b) Les entiers positifs sont énumérés dans

ordre croissant avec chaque entier pair positif répertorié¢ deux fois;

9, 10, 10. ¢) Les termes dans les emplacements impairs sont les
puissances successives de 2; les termes en emplacements pairs

sont toutes 0;32,0,64.d)an=3-2x-1 ; 384,768, 1536
ean=15-7(m-1)=22-Tn;-34,-41,-48
f)an =Mm2+n+4)/2;57,68,80g) an =2ns3;

1024, 1458, 2000 h) a » =n!+1;362881, 3628801,
39916801 27. Parmi les entiers 1,2, ..., an,0Uan
est le n éme entier positif pas un carré parfait, les non-carrés
sontun 1, unz, ..., unnetles carrés sont 12,22, ..., k2, 00k
est l'entier avec k2 <n + k <(k+ 1) 2. Par conséquent,
an=n+k,ouk2<an<(k+1):2.Pour trouver k, premiére note
quek2<n+k<(k+1)2,doncka+l<n+k<(k+1)2-1.
Parcnnsequentz,)(éc_;%4=kz_k+1\élz<k£+k=(k_H 2)
1I's'ensuit que k- 1 < n<kF1 , »donck={
etan=n+k=n+{ n}.29.2)20b) 11 ¢) 30
d) 511 31. a) 1533 b) 510 ¢) 4928 ) 9842 33. 2) 21
b) 78 ¢) 18 d) 18 35. j=1(aj-aj1)=an-ao
nn+1)(2n+1)
37.ayn2b)n (n+1)/239.15150 41. N +
”("Z*” tm+1)m-m+1)2+1),0un=| m]-1

43.2) 0b) 1680 ¢) 1 d) 1024 45. 34

_\/ .

2N 4
n}

Section 2.5

1. a) Comptablement infini, —1, =2, =3, —4, ... b) Comptablement
infini,0,2,-2,4,-4, .. ¢) infiniment infini,

99,98, 97, ... d) non dénombrable e) fini f) dénombrable

nite, 0,7, -7, 14,14, .. 3. a) Comptable: correspond a n avec
la chaine de # 1s. b) Comptable. Pour trouver une correspondance,

suivez le chemin de I'exemple 4, mais omettez les fractions en haut

trois rangées (tout en continuant a omettre les fractions qui ne sont pas
conditions). ¢) Indénombrables d) Indénombrables 5. Supposons que m
de nouveaux clients arrivent a I'hétel entiérement occupé. Déplacer I'invité
dans la piece n a lapiece m + npourn=1, 2, 3, ... ; alors le nouveau

les clients peuvent occuper les chambres de 1 am . 7. Pourn=1,2,3, ..., mettez
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I'invité actuellement dans la chambre 2 n dans la chambre 7 , et l'invité x + 1 reprend précisément ou la plage de valeurs de x

actuellement dans la salle 2 n - 1 dans la salle # de la nouvelle laissé de coté, c'est-a-dire que f(x-1, 1)+ 1=£(1, x) . Nous avons
ing. 9. Déplacez la supposition actuellement Room 7 vers Room 2 i + 1 fe-1, 1)+l =62)a-1) 5 TE-l)Hl=raxe2 N =
pouri=1,2,3, ... Mettez le j éme invité du k éme bus dans G- 12}’ +1=/(1,x).33. Par la théorie Schroder-Bernstein

2j+1).11.a)4=[1, 2] (intervalle fermé d
Chambre 5(2/ % 1) ) (1. 2] (intervalle fermé de rem, il suffit de trouver des fonctions biunivoque f: (0, 1) — [0, 1]

ncmbresréelsde}é2),B:[3,4]b)A:[l,2]UZ s etg:[0,1]—(0,1).Soitf(x)=xetg(x)=(x+1)/3.
B=[3 4quz c)/fl =[1,3], B = [2’, 4] 13. Supppsons que 35. Chaque élément 4 de I'ensemble de puissance de I'ensemble de positif
A est dénombrable. Soit A a la cardinalité n pour certains non des nombres entiers ( par (;x}rpplt,éﬁ'@o’préscnté uniquement par le

entier négatif 7 , auquel cas il existe une fonction biunivoque chaine de bits a 1a2a ... .otai=1sii€ Aetai=0

de 4 a un sous-ensemble de Z (la plage est le premier # positif sii/€ 4. Supposons qu'il y ait eu une correspondance individuelle

tegers), ou il existe une correspondance biunivoque / de f:Z +—P(Z +).Formerune nouvelle chaine de bits s = s 15253... par set-
DeAAZ ; dans les deux cas, nous avons satisfait a la définition 2. Con- ting s ; étant égal & 1 moins le i éme bit de /(i) . Ensuite parce que s différe

AT A<z * |. Par définition, cela signifie L X L.

alinverse, supposons que |4 | < | N dans le bit i de /(i) , s n'est pas dans la plage de /', une contradiction.

qu'ily a une fonctionunaunde 4 aZ . ,donc4ale 37. Pour tout alphabet fini, il existe un nombre fini de chaines

méme cardinalité qu'un sous-ensemble de Za savoir la gamme de ce de longueur 7, chaque fois que 7 est un entier positif. Il s'ensuit

une fonction). Par I'exercice 16, nous concluons que 4 est dénombrable. résultat de I'exercice 27 qu'il n'y a qu'un nombre dénombrable

15. Supposons que B est dénombrable. Alors les ¢léments de B peuvent de chaines d'un alphabet fini donné. Parce que I'ensemble des

étre répertorié comme b 1, b2, b3, .... Parce que 4 est un sous-ensemble de B, en pygaaas programmes informatiques dans une langue particuliére sont un sous-ensemble de
la sous-séquence de { b } qui contient les termes qui sont dans 4 I'ensemble de toutes les chaines d'un alphabet fini, qui est un dénombrable
donne une liste des ¢léments de 4 . Parce que 4 est innombrable défini par le résultat de I'exercice 16, il est lui-méme un ensemble dénombrable.
cela est impossible. 17. Supposons que 4 - B est dénombrable. 39. L' exercice 37 montre qu'il n'y a qu'un nombre dénombrable

Ensuite, parce que 4 = (4 - B) U (A N B) , les éléments de 4 des programmes informatiques. Par conséquent, il n’existe qu’un

peut étre répertorié dans une séquence en alternant les éléments de 4 - B nombre de fonctions calculables. Parce que, comme exercice

et des éléments de 4 par B . Cela contredit I'indénombrables 38 montre, il existe un nombre incalculable de fonctions, pas

A4 .19. On nous donne des bijections f'de 4 a Bet g de toutes les fonctions sont calculables.
CaD . Ensuite, la fonction de 4 x Ca B x D qui envoie

(a, ¢)a(f(a), g (c) est une bijection. 21. Par la définition

de|A4|<|B]|,ilyaune aune fonction f: 4 — B . Simi-

licrement, il y a une relation un-a-une fonction g : B— C'. Par I'exercice 33

dans la section 2.3, la composition g  /: 4 — C est biunivoque.

Par conséquent, par définition | 4 | < | C |. 23. Utilisation de I'Axiom de Section 2.6 [

Choix parmi la théorie des ensembles, choisissez des éléments distincts @ 1, a2, a3,

De 4 un a la fois (cela est possible car 4 est infini). le o Lay3xd b) |_ ‘11] o [2 046 01
résultant ensemble { a 1, a2, a3, ... } estle sous - ensemble infini désiré de 4 . 3

25. L'ensemble de chaines finies de caractéres sur un alphabet fini ] ; [ ] ]
est infiniment infini, car nous pouvons lister ces chaines dans 9 121 ) g b 223 ]
ordre phabétique par longueur. Par conséquent, I'ensemble infini S peut étre [ 101 J 218 1 0 2
identifi¢ avec un sous-ensemble infini de cet ensemble dénombrable, qui 143 9-4 4
par l'exercice 16 est également infiniment dénombrable. 27. Supposons que 367 ] [ ]

A1, 42, A3, .. sont des ensembles dénombrables. Parce que 4 i est dénombrable, ¢) 415 4 1 5. 9/5 -6/5

on peut citer les élémen@ dans une séquence comme un i1, un i2, unis, ... La -310 2 -3 j -1/5 4/5

éléments de l'ensemble ;_ | 4, peux étre répertorié en listant tous les termes 0 2 -8

ajjavec i +j =2, puis tous les termes a j avec i +j = 3, puis 1 -8 18 ~13 |
tousleste@esar/aveci+/:4.etainsidesuite.2‘).Ilexistiun J.0+A= 0+ay = ajt0 =0+A0.A+(B+C)=
nombre fini de chaines de bits de longueur 7 , a savoir 2 . L'ensemble ai+tbitci) = (@aijt+bi)tcy =(A+B)+C

de tous les bits, les chaines est I'union des ensembles de chaines de bits de longueu

1. L li A est égal
mpourm=0,1,2, .. Parce que 'union d'un dénombrable ¢ nombre de lignes de A est égal au nombre de

colonnes de B, et le nombre de colonnes de A
nombre d'ensembles dénombrables est dénombrable (voir exercice 27), il

5t ¢gal au gombre de lignes de B . 13. |3 ( BC ) 1 =
sont un nombre dénombrable de chaines de bits. 31. Il ressort de b H _ % _
la formule que la plage de valeurs de la fonction prend pour un [X 1¢a rbarer [z X ¢ raybugn

la valeur fixe de m +n , disons m + n=x,est (x-2) (x-1)/2+ 1 ©osaubwep : sayby €7 T(AB)C
atravers (x-2) (x-1)/2+ (x-1), car m peut supposer N _ 1n i _ [ai]et
les valeurs 1, 2,3, ..., (x- 1) dans ces conditions, et 15.A 01 17. a) Soit A !

le premier terme de la formule est un entier positif fixe lorsque B=[bj] Alors A+B=[ai+bj]. Nousavons

m + n est fixe. Pour montrer que cette fonction est biunivoque et (A+B)i=[ajitbji]l=[aji]l+t[bji]=A +B 0

. . N . . (=
sur, nous devons simplement montrer que la plage de valeurs pour b) En utilisant la méme notation que dans la partie (a), nous avonsBNE
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b3 ] 3 ]
= =(AB
abaaj qajgba (AB): , parce que le
(i,j)eentrée es{la (j, i )]dentrée de AB. 19. Le résultat 1
un B ré -b  ad-bc 0
bas parceque ¢y -c une 0 ad - be
5 -b B
(ad-be)12= re B LA (A=

-c une  CD

A(A-~(A (AAVA DA A par le droit associatif.
-1=1, travailler de I'intérieur montre que

Parce que AA
UNfA-1)n =Je.Deméme(A  -1)n gRE =Je.Donc
(An)-t =(A )n .23.La (i, j) éme entrée de A + A

estun i+ aji,quiestégalaun i+ ai,la (j, i) éme entrée de

' ‘
A+ A, donc par définition A + A est symétrique. 25. x 1= 1,
x2=-1,x3=-2

27-a)r111 ] h)[ool ] c)[lll
11 100 11
P P U I
Lo ] Lior J Lot
101 110 11

31.a)AVB=[ajVbij]l=[biVaij]=BVADb)AAB=
[aiANbi]=[biNaij]=BANA 33.2)AV(BAC)=
[ag]lV[biNcil=[aiV (biNhci)]=[(aiVbi)N
(@iVci)l=[aiVbi]AN[aijVci]=(AVB)AN(AVC)
b)AAN(BVC)=[aj]lN[biVcil=[aiNBiVci)]=
[@iNbi)V@aihci)]= LashbilViash
W]:(AA(g)v(AAC)),}]S.AON;@VC):

( (
v g A L, baNen = (0 aigNbg Ncn
v ( )] v v (
P aghNbghNcrn = . Y aigNbagr Acn
(AOB)OC

Exercices supplémentaires

1.a)Ab)ANBc)A-Bd)AN Be)A® B3.Oui
5.4-(A-B)=A-(ANB)=AN(ANB)=4AN (AU
B)=(ANA)UANB=2U(NB)=A4N B7.Soit
A={1},B=@,C= {1}. Alors (4 - B) - C =@, mais
A-(B-C)={1}.9.Non. Par exemple, soit4 =B =
{ab},C=0etD={a}.Alors (4-B)-(C-D)=
o-@=@,mas (4-C)-(B-D)={ab}-{b}={a}.
1L.a)[@|<|[ANB|<[4|<|AUB|<|UIb)|@|<
|[A4-B|<|A®B|<|4UB|<|4|+|B]|13.a)Oui, non
b) Oui, non ¢) fa l'inverse avec f-1 (@) =3, f~1(b) = 4,
f-1(c)=2,f1(d)=1; gn'apas d'inverse. 15. Si fest un-
aun, alors f fournit une bijection entre S et /(S) , donc

ils ont la méme cardinalité. Si fn'est pas un a un, alors

il existe des éléments x et y dans S tels que f'(x) = () .
Soit S= { x, y}. Alors | S| =2 mais | /(S) |= 1. 17. Soit
x€A. Alors Sy({x})={f0)|y€{x}}={f(¥)} Par

TR |

le méme raisonnement, S¢ ({x} )= { g (x) }. Parceque Sy=S¢,
nous pouvons conclure que { f'(x) } = { g (x) }, et donc nécessairement
f(x) =g (x).19. L'équation est vraie si et seulement si le

la somme des parties fractionnaires de x et y est inférieure a 1. 21. Le
I'équation est vraie si et seulement six et y sont tous les deux

tegers, ou x n'est pas un entier mais la somme du fractionnaire
parties de x et y est inférieur ou égal a 1. 23. Si x estun

entier, alors | x |+ | m-x|=x+m-x=m . Oth-

Sinon, écrivez x en fonction de ses parties entiéres et fractionnaires:
x=n+e,oun=|x]et0<e<1. Danscecas,| x|+
lm-x]=ln+el+lm-n-el=n+m-n-1=m-1.

25. Ecrivez n =2 k+ 1 pour un entier k . Alors n2=4 ka+

4k1, desorte quen2/4=k2 +4',{4}’:1;1 conséquent, [ n2/4] = ka+ k+1.
Mais (n2+3) /4= (4dk2+4k+1+3)/4=k2+k+1.27. Soit
x=n+(r/m)+ e, oun estun entier, » est un non négatif

entier inférieur a m , et € est un nombre réel avec 0 <e <1/m .

Le coté gauche est | nm + + me | = nm + r . Sur la droite-

c6té, les termes | x | a| x+ (m +r—1)/m | sont tous

juste n et les termes de | x+ (m - r) /m | on sont tous n + 1.

Par conséquent, le coté droit est (m - r) n+r (n+1)=nm+r,
ainsi que. 29. 101 31.a 1=1;a2,+1=n " a2x pour tous
n>0;eta2n=n+az2n-1pour tout n> 0. La prochaine

quatre termes sont 5346, 5353, 37471 et 37479. 33. Si chacun
f-1(j) est dénombrable, alors S=f-1(1) U f-1(2) U - est
I'union dénombrable d'ensembles dénombrables et est donc

possible par I'exercice 27 de la section 2.5. 35. Parce qu'il y a

une correspondance biunivoque entre R et l'inter-

val (0, 1) (donné par f(x) = 2 arctan (x) /7 ), il suffit de
montre que | (0, 1)x(0,1)[=[(0,1)]| Parle Schroder-

Théoréme de Bernstein il suffit de trouver des fonctions injectives f:
(0,1)—(0,1)x(0,1)etg:(0,1)x(0,1)—(0,1).
Soitf(x) = (x, 1 . -y
(o3) €(0, 1)x (0, 1/ E B0 yixons Jindice: fupposer
expansions malx=0.x 1x2x3...ety=0.y1y2y3.., jamais
choisir I'expansion d'un nombre qui se termine par une infinité
chaine de 9s. Soit g (x, y) l'expansion décimale obtenue par
entrelacer ces deyx chaings, a savoir 0 .x 1y 1f2y2x3y73....
37. Aan = gl’l‘ L Adn+l = 7010 1 L Adns2 =
[ ] [ ]
, pour n > 0 39. Supposons
]
. Parce que AB =BA ,
[ ]

00 Car
dix

S
'
- o

B
qeA= o soitB= 0!

ils'ensuitque c=0eta=d . Soit B=

une

=un je.
Oa

AB = BA , il s'ensuit que b = 0. Par conséquent, A =
[ B

41.2) SoitA © 0= bi Alors by =(ainhO0)

V--~V(arpI\O):O.Par(]‘onséqunt,]AOOZO,DemémeOOA:O.

b)A V0= aijV o0 = aij =A.PargonséquentA VO=A.

DemémeOVA=A.c)ANO= aij N0 =[0]=0.Par conséquent

AN0O=0.Deméme0AA=0.
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CHAPITRE 3

Section 3.1

3. procédure AddUp (a1, ..., a » : nombres entiers)

somme :=a
pouri:=2an
somme : = somme + a i

somme de retour

0

. doublons de procédure (a1, a2, ..., an : entiers dans
ordre non décroissant)
k=0 {cela compte les doublons}

ji=2
tandis que j < n

siaj=a;-1alors
ki=k+1

Ck:=aj
tandis quej<necta;=ck
ji=jtl

ji=j+1

{c1,c2, .., ckestlaliste souhaitée}

N

. procédure dernier emplacement pair (a1, a2, ..., a » : nombres entiers)
k:=0
pouri:=1lan
siaiestpair alors k:=1i
retourne k { k=0 s'il n'y a pas d'événements }

A

procédure palindrome check (a1 az... a n : string)
réponse : = vrai
pouri:=1laln/2]

siai=an+1-ialors répondre : = false
retourner la réponse

11. échange de procédure ( x, y : nombres réels)

z:=x
x:=y
yi=z

Le nombre minimum d'affectations nécessaires est de trois.

13. Recherche linéaire: 7 : = 1
i:=6,i:="7, emplacement : = T; recherche binaire: i

m:=4,i:=5m:=6,i:=T,m:=1,j:=17, emplacement : =7

i=1,j:=8,

15. insert de procédure (x, a1, a2, ..., a» : entiers)
{lalisteestenordre:a1<a2<-<an}
an+1:=x+1

ir=1

tandis que x> a i
ir=it+1

pourj:=0an-i
An-j+1:=an-j

ai:=x

{ x a été inséré dans la bonne position}
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17. procédure premicre plus grande (a1, ..., a » : entiers)

max:=ai
emplacement : = 1
pouri:=2an
si max <a i alors
max:=ai
emplacement : = i

lieu de retour

19. procédure moyenne-médiane-max-min (a, b, c : entiers)

moyenne := (a+b+c)/3

{les six ordres différents de a, b, ¢ en ce qui concerne

4> sera traité séparément}
sia > b alors

sib > calors médiane : = b ; max :=a ;min :=c

(Le reste de l'algorithme est similaire.)

21. procédure premier-trois (a1, az, ..., a » : entiers)
sia 1> a2alors échangez un 1 etun 2
sia 2> a3alors échangezaz2etas

sia 1> a2alors échangez un 1 etun 2

23. procédure sur (f: fonction de 4 a B ou

A={ar,.,an},B={b1,..bm},ai, ., an,

b1, ..., bmsontdes entiers)
pouri:=1lam
hit(bi):=0
compte : =0
pourj:=lan
si firappé (f (aj)) = 0 alors
hit (f (aj)) :=1

count : = count + 1

si count = m alors retourne true sinon retourne faux

25. ceux de procédure (a : chaine de bits,a =a1a2...

compte . =

siai:=1alors
count : = count + 1

nombre de retours

an)

27. procédure de recherche ternaire (s : entier, a1, az, ...

nombre entier croissant)

ir=1

ji=n

tandis que i <j- 1
1:=|(i+))/3]
w:=12¢+/3]
six>aualorsi:=u+1

sinon si x> a 1 alors

i=1+1
Jji=u
sinon j: =/

six = aialors emplacement : = i

sinon six = aj alors emplacement : = j
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sinon emplacement : = 0

lieu de retour {0 s'il n'est pas trouvé}

29. procédure trouver un mode (a1, a2, ..., a » : non décroissant
entiers)
modecount : = 0
=1
tandis que i <n
valeur :=a i
compte : =1
tandis que i < n et a i = valeur
count : = count + 1
ir=it1
si count> modecount alors
modecount : = count
mode : = valeur
mode de retour
31. procédure trouver un doublon (a1, az, ..., a » : entiers)
emplacement : = 0
=2
tandis que i < n et I' emplacement = 0
Jji=1
tandis quej <i et location =0
siai= ajalors emplacement : = i
sinonj:=j+1
=i+l
lieu de retour
{ location est l'indice de la premiére valeur qui
répéte une valeur précédente dans la séquence}
33. procédure trouver diminution (a1, a2, ..., a » : positive
entiers)

emplacement : =0
=2

tandis que i < n et I' emplacement = 0
siai<ai-1alors emplacement : = i
sinon i:=i+1

lieu de retour

{ location est l'indice de la premicre valeur inférieure a
la précédente}

35.A lafindela premicre passe: 1, 3, 5,4, 7; ala fin de

deuxiéme passe: 1, 3,4, 5, 7; a la fin de la troisiéme passe: 1, 3, 4,

5,7; ala fin de la quatriéme passe: 1, 3,4, 5,7

37. procédure meilleur bubbleort (a1, ..., a » : nombres entiers)
i:=1; fait : = faux

tandis que i <n et done = false
fait 1= vrai

sur l'algorithme de recherche linéaire donné comme algorithme 2 dans ce
section, sauf que nous remplagons x = a i parx <a i, et
nous remplacons la clause else par else location : =n+ 1.
45.2+3+4+ - +n=(n2+n-2)/247. Trouvez le
emplacement du 2 dans la liste 3 (une comparaison), et insérez-le
devant le 3, donc la liste se lit maintenant2, 3, 4,5, 1, 6. Trouvez
I'emplacement du 4 (le comparer au 2 puis au 3),
et insérez-le, en laissant2, 3,4, 5, 1, 6. Recherchez I'emplacement du
5 (comparez-le au 3 puis au 4) et insérez-le en laissant
2,3,4,5,1, 6. Trouvez l'emplacement du 1 (comparez-le au
3 puis le 2 puis le 2 a nouveau) et insérez-le en laissant
1,2,3,4,5, 6. Trouvez l'emplacement du 6 (comparez-le au
3, puis le 4, puis le 5), et insérez-le, donnant la finale
répondre 1,2,3,4,5,6.
49. procédure tri d'insertion binaire (a1, az, ..., an:

nombres réels avec n>2 )

pourj:=2an
{recherche binaire pour I'emplacement d'insertion i }

milieu : = | (gauche + droite) /2|
siaj > un mitiew puis a gauche : = milieu + 1
sinon 2 droite : = milieu
si aj <a gauche alors i : = gauche sinon i : = gauche + 1
{insérer un  a l'emplacement i/ en déplacant un i dans un ;-1
vers l'arriére de la liste}

m:=aj

pour k
aj-

0aj-i-1
aj-k-1

ai:=m

{ai, a2, .., ansonttriés}
51. La variation de I'exercice 50 53. a) Deux quarts, un
penny b) Deux quarts, un sou, un nickel, quatre sous
¢) A trois quarts, un sou d) Deux quarts, un sou
55. L." algorithme gourmand utilise le moins de piéces dans les parties (a), (c) et
(ré). a) Deux quarts, un sou b) Deux quarts, un sou,
neuf sous ¢) trois quarts, un sou d) deux quarts,
un sou 57. Le discours de 9 h 00 a9 h 45, celui de 9 h 50-10 h 15, le
10 h 15-10 h 45, le discours 11 h 00-11 h 15 59. a) Commandez le
parle en commengant I'heure. Numéroter les salles de conférence 1, 2, 3 et
bientot. Pour chaque exposé, affectez-le a la salle de conférence la moins numérotée
actuellement disponible. b) Si cet algorithme utilise » lecture
puis au moment ou la n e salle a été assignée pour la premiére fois, elle avait

a utiliser (sinon une salle moins numérotée aurait ét¢
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ourj:=lan-i
pSIaj,>a,+1alors

échanger ajeta;+1
fait : = faux
=i+l
{ a1, .., anesten ordre croissant}

39. A la fin des premiére, deuxiéme et troisiéme passes: 1,3,5,7, 4;
ala fin de la quatrieme passe: 1,3,4,5,741.a)1,5,4,3,
2;1,2,4,3,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5 b) 1,4,3,2,
5:1,2,3,4,5:1,2,3,4,5:1,2,3,4,5¢) 1,2,3,4,
5,1,2,3,4,5;1,2,3,4,5; 1,2, 3,4, 5 43. Nous réalisons

définir la liste des propositions de la femme j comme vide
tandis que les hommes rejetés restent
pouri:=1las
si I' homme 7 est marqué rejeté puis ajouter 7 la

liste de propositions pour la femme j qui se classe au premier rang

sur sa liste de préférences mais n'apparait pas sur son
liste de refus et marquez i comme non rejeté
pourj:=1las
si la femme / la liste des propositions de » est non vide alors
supprimer de la liste des propositions de j tous les hommes i
sauf I'homme i 0 qui se classe le plus haut sur elle
liste de préférences, et pour chaque homme, je marque
le rejeter et ajouter ; a sa liste de rejet
pourj:=1las

faire correspondre j avec le seul homme sur la liste des propositions de j

{Cette correspondance est stable. }

63. Si l'affectation n'est pas stable, alors il y a un homme m et un
femme w telle que m préfére w a la femme w avec qui

il est jumelé et w préfére m a 'homme avec qui elle est

assorti. Mais m doit avoir proposé¢ w avant de proposer

aw, car il préfére le premier. Parce que m n'a pas fini

Jjumelé avec w , elle doit I'avoir rejeté. Les femmes

finalement étre jumelé avec un prétendant en attente, de sorte que la femme

avec qui w est appari¢ doit étre meilleur a ses yeux que 1 ,
contredisant notre hypothése originale. Par conséquent, le mariage
est stable. 65. Exécutez les deux programmes sur leurs entrées

et signalez lequel on arréte.

Section 3.2

1. Les choix de C et & ne sont pas uniques. a) C=1, k=10
b)C=4,k=7¢)Nond)C=5,k=1€¢ C=1,k=0f) C=
1,k=23.x4+9 x3+4 x+7 <4 x4 pour tout x> 9; les témoins

AR S AL SRR QU PO RAIERD 88 SETQU R SR M tement

dans les halls 1 an - 1). 61. Ici, nous supposons que les hommes

sont les prétendants et les femmes les suites.
procédure stable (M1, M2, ... Ms, Wi, W2, .., Ws:
listes de préférences)

pouri:=1las

marquer I'homme i comme rejeté

pouri:=1las

définir la liste de refus de man / comme vide

pourj:=1las

Réponses aux exercices impairs S-21

max (k1, k2), il s'ensuitque [f(x) |[SC1|g @) |<C1C2]h(x)|
n+l

Cela montre que f(x) est O (h (x)) . 1Y.2 est O (2") B
22, n'estpas. 21. 1000 log n , n,nlogn,n2/10000002 "
3", 211 23. L'algorithme utilisant # connecter n opérations

25.2) 0 (n3)b) O (ns5)¢) O (n3-n1)27.2) O (n2log n)

b) O (n2(logn)2)¢) O (n2.)29.a) Ni (x2)ni

(x2)b) (x2)et(x2)¢)Ni(x2)ni(x2)

d) (x2), mais pas (x2) e) (x2), mais pas (x2) f) (x2)

et (x2) 31.Sif(x) est (g (x)) , alors il existe des

stants C1etC2avec C1|g () |<|f(x)|<C2(g @) |

Il s'ensuit que | f(x) [< C2|g () |et|g ) |<(1/C1)|f(x)|

pour x> k . Ainsi, f(x) est O (g (x)) et g (x) est O (f(x)) . Con-
inversement, supposons que /'(x) soit O (g (x)) et g (x) soit O (f(x)) .

1l existe alors des constantes C'1, C2, k1 etk telles que [ f(x) | <
Cilg(x)|pourx>kiet|g ) |<C2|f(x)|pourx>k2.nous pouvons

supposons que C 2> 0 (on peut toujours agrandir C 2 ). Ensuite nous
avoir (1/C2)|g ) |<|f()|<C1|g(x)|pourx>max (ki, k2).
Par conséquent, /'(x) est (g (x)) . 33. Sif(x) est (g (x)) , alors f(x)
esta la fois O (g (x)) et (g (x)) . Par conséquent, il existe des

stants C1,k1,Caetkatels que|f(x)|<C2|g (x)|pour

tous x> k2et|f(x) |> C1|g(x)|pourtout x> k1. Ilasuivi

bas que C1|g (x) |<|f(x)|< C2]|g (x)|chaque fois que x>k,
Juger un prétendant seulement quand ils obtiennent une meilleure proposition, et ilsyy 4 = max (k1, k2) . Inversement, s'il existe des con-

stants C1, Caethtelsque Ci|g ) [<[f(x)|<C2lg ()|

pour x> k , alors prendre k 1 = k 2 = k montre que f'(x) est a la fois

O®)etg®).

35 7 Cag(x)
f(x)
Cig(x)
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C=4,k=95(x2+1)/(x+1 )=x—1+2/(x+1 ) <x
pour tout x> 1; témoins C =1, k=1 7. Les choix de C

et k ne sont pas uniques. a) n=3,C=3,k=1b)n=3,
C=4k=10n=1,C=2k=1d)n=0,C=2,k=1
9.x2+4x+ 17 <3 x3pour toutx> 17, doncx2+4 x+ 17 est
O (x3) , avec les ttmoins C = 3, k= 17. Cependant, si x 3 étaient
O@(x2+4x+17),puisx3<C((x2+4x+17) <3 Cx2pour

un certain C, pour tout x suffisamment grand , ce qui implique que x<3 C

k X

37.8Sif(x)est(1),alors | f(x)|estlimité entre les pos-
constantes itives C 1 et C 2. En d'autres termes, f (x) ne peut pas
croitre plus qu'une limite fixe ou plus petite que la négation

tive de cette limite et ne doit pas se rapprocher de 0 que certains
borne fixe. 39. Parce que f'(x) est O (g (x)) , il existe

pour tout x suffisamment grand , ce qui est impossible. Par conséquent, x 3 est stants C etk tels que | f(x) [< C|g (x) | pour x> k.

pas O (x2+4x+17).11.3x41 <4 x4=28 (x4/deux ) pour toutes
x> 1,desorteque3x4+ lestO (x4/2), avec les témoins C= 8, k= 1.

Aussix4/2<3xa41pourtoutx>0,alorsxs/2estO (3x41),avec

témoins C = 1, k= 0. 13. Parce que 2 =3
il sensuit que 2 " st O (31) , avec les témoins C= 1, k= 0.

Cependant, si 3 !

tous suffisamment grands 7 . Ceci signifie que C > ( trois /plouxtpus
n assez grand , ce qui est impossible. Par conséquent, 3 nlest pas O (’2’ .
15. Toutes les fonctions pour lesquelles il existe des nombres réels & et C

avec | f(x) | < C pour x> k. Ce sont les fonctions f(x) qui
sont bornés pour tout x suffisamment grand . 17. Il existe des
stants C1, C2, ki etkatels que |/ (x)|< C1|g (x)|pour tous

x>kiet|g(x)|<C2|h(x)|pourtoutx> k2. Par conséquent, pour x>

$-22 Réponses aux exercices impairs

k=max (k1, k2) . Ajout des deuxiéme et quatrieme inégalités
montre que /1 (x) +f2(x) < (C1+ C2)|g (x) | pour tout x> k

ol k=max (k1, k2) . Par conséquent, /1 (x) + /2 (x) est (g (x)) .
Ce n'est plus vrai si f1 et /2 peuvent prendre des valeurs négatives.
45. C'est faux. Soit f1=x2+2x, f2(x) =x2+x,

ctg (x) =x2.Alors f1(x) et f2(x) sont tous les deux O (g (x)) ,
mais (f1-/2) (x) ne l'est pas. 47. Prenez f (n) pour étre la fonction
avec f(n) = n si n est un entier positif impair et

f(n) =1 sin estun entier pair positif et g (1) étre le

fonction avec g (n) = 1 sin est un entier positif impair et

g (n) = n sin estun entier pair positif. 49. Il existe

constantes positives C1,C2,C1,C2, k1, k1, k2etk2telles que
[f1(x)|=C1|g1(x)|pourtoutx>k1, |f1(x)[<Ci|gi(x)]|
pourtoutx>k1,|f2(x)|>C2|g2(x)|pourtoutx> k2, et

|f2(x) |< C2|g2(x)|pour toutx> k2. Parce que f2 et g2

ne sont jamais nulles, les deux derniéres inégalités peuvent étre réécrites
[1/f2(x)|<(1/C2)|1/g2(x)|pourtoutx>kaet|1/f2(x)|>
(1/C2)|1/g2(x)|pour toutx> k2. Multipliant le premier et
rééerit quatrieme inégalités montre que | /1 (x) /f2(x) | >
(C1/C2)|g1(x)/g2(x)|pour toutx> max (k1, k2) , et mul-
tipliant la deuxiéme et la troisiéme réécriture des inégalités

donne |f1(x) /f2(x) |<(C1/C2)|g1(x)/g2(x)|pour tous x>
max (k1, k2) . Il s'ensuit que f1/f2 est un grand Thétade g 1/g2.

pour tout n> 0,

staient O (21) , puis pour certains C,3<C-2»

Par conséquent, |/ (x) | < Cu|gn (x) | pour x>k, donc fn (x) est
O (g » (x)) en prenant la constante pour étre C » _41. Parce que
/(x) et g (x) sont croissants et illimités, on peut supposer
f(x)=1etg(x) =1 pour x suffisamment grand . Ily a

constantes C et kavec f'(x) < Cg (x) pour x> k . Cette

implique que log /'(x) < log C +log g (x) <2 log g (x)

pour x suffisamment grand . Par conséquent, log /'(x) est O (log g (x)) .
43. Par définition, il existe des contraintes positives C1, C1,
C2,C2, k1, k1, kaetkatelsquef1(x)>Cil|g(x)]

pour toutx> k1, f1(x) < C1|g (x)|pourtoutx> ki,
f2(x)=C2|g(x)|pourtoutx>k2etf2(x) <C2|g(x)]|

pour tout x> & 2 . L'ajout des premiére et troisieme inégalités montre
quef1(x)+f2(x)=(Ci1+C2)|g (x)|pour toutx> kot

65.Non . Prenezf(x) = 1 /x2etg (x) =1/x.67. a) Be-

cause limx—«f(x) /g (x)=0,|f(x)|/| g (x)| <1 pour

suffisamment grand x . Par conséquent, | /(x) | <|g (x) | pour x> k
pour une constante k . Par conséquent, f (x) est O (g (x)) . b) Soit
f(x)=g(x)=x.Alors f(x) est O (g (x)) , mais f (x) est

pas o (g (x)) parce que f'(x) /g (x) = 1. 69. Parce que /2 (x) est

0 (g (x)), de l'exercice 67 (a), il s'ensuit que /2 (x) est O (g (x)) .

Par corollaire 1, nous avons /1 (x) + 2 (x) est O (g (x)) . 71. Nous

peut facilement montrer que (n - i) (i+1)=npouri=0,1, .., n—1.
Par conséquent, (n!)2=m-1)(m-1)-2) - (n-2)-3) (2 (-
1))-(1-n)=nn .Parconséquent, 2 logn!>nlogn.73. Calcul
cejournal 5! = 6.9et(5log5)/4=2.9,donc

I'égalité vaut pour n = 5. Supposons n > 6. Parce que n !

est le produit de tous les entiers de n a 1, nous

avoirn ! >n(n-1)(m-2) [ n/2] (car au moins

le terme 2 est manquant). Notez qu'il y a plus de n /2

termes dans ce produit, et chaque terme est au moins aussi grand que

n /2. Par conséquent, le produit est supérieur a (n /2 ) m/2) . Tak-
En %iligqﬂtzlglggarithmf des deux cotés de I'inégalité, nous avons log n ! >
i‘;”;“ i%iqplique loé r;l (-)ulnéai( '[of; (nso)gf 351. )l?o\gg }?egs’c]))n{ ﬁhsc ar

asymptotique.
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51. Tl existe des constantes positives C1, C2, k1, k2, k1, k2
tel que [ f(x, ») |< C1|g(x y)|pourtoutx>k1ety>ka
et|f(x,y)|=Cz2|g(x y) |pourtoutx>kiety>kz.

53. (xatxy+xlogy)s <(3x2y3)=27x6y3 pour
x>1lety>1,carx2<x2y,xy<x2y,et

xlogy <x2y.Par conséquent, (x2+xy+xlogy)sestO (x6y3).

55. Pour tous les nombres réels positifs x ety, | xy | <xy.
Par conséquent, | xy | est O (xy) de la définition, en prenant C = 1

ethki=k2=0.57. Clairement na <n ¢ pour tout 71 > 2;
donc n a estO (nc).Lerapportna/nc Thd-c est un-
borné donc il n'y a pas de constante C telle que 74 < Cn « pour

grand n . 59. Si fet g sont des fonctions a valeur positive telles

que limn—=f(x) /g (x) = C < oo, alors f(x) <(C+1) g (x)

pour x suffisamment grand , donc f'(n) est O (g (n)) . Si cette limite est oo,
alors clairement f'(n) n'est pas O (g (n)) . Ici, des applications répétées

tions de la régle de L'H6pital montrent que lim x —»wxda/b x =0

etlims b e/xd =o0. 61.a) limy—wx2/x3 =
Ix _ . _

lim e 1 /x=0b) im0 T = dime el =

. 1 X2
limy—e 2= 0 (en utilisant la réglg de L'Hépital) ¢) limx—= , =
lim x - -

202 = lim Rt 2.+ (1n2)2»=(0 (en utilisant 'Hopital de
régle)d) limyx~oe ., =limeoe T+ . =1=0
63 7

X2

li X journal x
Lm =0
X2

x journal x
X journal x

X2
X

ayant ¢ itérer uniquementde i, plutot quede 1 a k.
43.n(+1)(n+2)/645.A ((BC)D)

Exercices supplémentaires

1. a) procédure dernier max (a1, ..., a » : entiers)
max:=ai
dernier : =1
i=2
tandis que i <n
siai>max alors
max:=dai

dernier : =i

Section 3.3

1.0(1)3.0(n2)5.2n-17. Linéaire 9. O (n)
11. a) séparation de procédure (S1, S2, ..., Sn:
sous-ensembles de {1,2,...,n})
réponse : = faux
pouri:=lan
pourj:=i+lan
disjoint : = true
pourk:=1lan
sik € Siethk € Sjalors disjoints : = false
si disjoint répond alors : = true
retourner la réponse

b) O (n3) 13. a) puissance :=1,y:=1;i:=1,

puissance : =2,y :=3;i:=2, puissance : =4,y :=15

b) 2 n multiplications et # additions 15. a) 2 100 =10 3x 105

b) 109 €)3.96x107 d)3;16x104 e) 29 1) 12
17.2) 220 02 b)260-10n € [2  60-106] =2 x 102331768
d) 60, 000, 000 €) 7, 745, 966 f) 45 g) 6 19. a) 36 ans

b) 13 jours ¢) 19 minutes 21. a) Moins de 1 milliseconde

et plus b) 100 millisecondes plus ¢) 2 # + 1 millisecondes

plus d) 3 72+ 3 n+ 1 millisecondes plus e) Deux fois plus
temps £) 22,+1  fois plus de millisecondes g) n + 1 fois

autant de millisecondes 23. Le nombre moyen de comparaisons
isonsest(3n+4)/2.25.0 (logn)27.0 (n) 29. 0 (n2)

31.0 (n) 33. O (n) 35. O ('log n) comparaisons; O (n2)

swaps 37. 0 (22 ) 39. a) double b) augmente de 1

41. Utilisation algorithme 1, ol A et B sont maintenant n x n Up-

par matrices triangulaires, en remplagant m par # a la ligne 1, et

Réponses aux exercices impairs S-23

l'autre catégorie. Par exemple, nous pourrions comparer x

ety , ou tout ce que nous savons, c'est que x a été éliminé comme

le minimum. Si nous constatons que x> y dans ce cas, alors seulement
une possibilité a été exclue - nous savons maintenant que y est

pas le maximum. Ainsi, dans le pire des cas, une entreprise non vierge
la paraison ¢élimine une seule possibilité. (Les cas des autres

les comparaisons non vierges sont similaires.)

| n/2] comparaisons d'éléments non comparés

avant, chacun supprimant deux possibilités; ils enlévent 2| 7 /2]
possibilités. Il nous faut donc2n-2-2| n/2]

plus de comparaisons qui, comme nous l'avons soutenu, ne peuvent supprimer que
une possibilité chacun, afin de trouver les réponses dans le pire
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ir=itl
retour dernier
b) 2 n - 1 = comparaisons O (n)

3. a) zéros de la paire de procédures (b1b2... b : chaine de bits, n > 2)

x:=b1
yi=b2
k=2

tandis que k <net(x=0ouy=0)
ki=k+1

yi=bk
six=0ety=0 puis imprimer « OUI »
sinon imprimer «NON»
b) O (n)

5.a)eth)
procédure la plus petite et la plus grande (a 1, a2, ..., a n : entiers)

min:=ai

pouri:=2an
siai<min alors min:=ai
siai> maxalors max:=ai

{ min est le plus petit entier parmi l'entrée, et max est le

le plus grand}
¢)2n-2

7. Avant toute comparaison, il est possible

que chaque ¢lément pourrait étre le maximum et une possibilité

que ce pourrait étre le minimum. Cela signifie qu'ily a2 n

différentes possibilités, et 2 n - 2 d'entre eux doivent étre Elimi-

par des comparaisons d’¢éléments, car nous devons

trouver le maximum unique et le minimum unique. Nous classons
comparer les comparaisons de deux ¢léments comme «vierge» ou «non vierge»,
selon que les deux éléments sont comparés ou non

ont été dans une comparaison précédente. Une comparaison vierge
¢limine la possibilité que le plus grand soit le minimum

et que le plus petit est le maximum; ainsi chaque vierge

la comparaison élimine deux possibilités, mais elle ne peut clairement pas
faire plus. Une comparaison non vierge doit étre faite entre deux éléments
qui sont encore en lice pour étre le maximum ou deux

les éléments qui sont toujours en lice pour étre le minimum, et

au moins un de ces ¢léments ne doit pas étre en lice pour

$-24 Réponses aux exercices impairs

cas, car 2 n - 2 possibilités doivent étre éliminées. Cette
nous donne un total de 2 n -2 - 2| n /2] + | n /2] comparaisons dans

tout. Mais 2n-2-2l n/2)+|n/21=2n-2-1n/2/=2n-
2+4[-n/21=[2n-n/21-2=[3n/2] -2, comme souhaité.
9. L'algorithme suivant a la complexité la plus défavorable O (n4) .
procédure sommes égales (a1, az, ..., an)
pouri:=1lan
pourj:=i+1an {puisque nous voulons i <j }
pourk:=1lan
pour /:=k+ 1 an {puisque nous voulons k </ }
siaitaj=aktaret(ij)=(k1)
puis sortir ces paires
11. A la fin du premier passage: 3, 1,4, 5, 2, 6; en fin de seconde
réussite: 1, 3,2, 4,5, 6;alafin de la troisiéme passe: 1,2,3,4,5, 6;
quatriéme passe ne trouve rien a échanger et la terminaison de l'algorithme
nates 13. Il'y a peut - étre autant que n passe par
la liste, et chaque passe utilise des comparaisons O (n) . Il'y a donc
sont des comparaisons O (n 2) en tout. 15. Parce que log n <n , nous
avoir (nlogn+nz2)3<(m2+n2)3<(2n2)3=28nepour
tous 7> 0. Cela prouve que (nlogn+n2)3sestO (ns),avec
témoins =8 etk=0.17.0 (x22 x) 19. Notez que

202 2>n2- 11 1-2=0n

_ 4+ 21. Tous ces ¢léments
2n=n 20203 N _
le fonctions sont du méme ordre. 23. 2 107 25.(logn)2,

g loexn ,n (logn) o1, n1.0001,1.0001 ”,nn 27. Par exemple,
ple,f(n)=nalns2l+1etg (n) =n2in/2l
29. a)
procédure brute (a1, az, ..., an: entiers )
pouri:=lan-1
pourj:=i+lan
pourk:=1lan
sia i+ aj= a« alors retourne vrai sinon retourne faux

b)O (n3)
31.Pourmi:wietwa;pourm2:wietws;pourms:waet
wispourwi:mietm2;pourw2:mietms3;pourws:m:2et

M3 33. Une correspondance dans laquelle chaque femme se voit

partenaire valide se classant le plus haut sur sa liste de préférence est une femme
optimal; une correspondance dans laquelle chaque homme se voit attribuer son valide

partenaire le moins bien placé sur sa liste de préférence est

mal. 35. a) Modifier le préambule de I’exercice 60 du

3.1 pour qu'il y aits hommes m 1, m 2, ..., m s et t femmes

w1, w2, ..., wi. Une correspondance contiendra des mariages min (s, ) .
La définition du «mariage stable» est la méme, avec

comprendre que chaque personne préfére n'importe quel partenaire a
assorti. b) Créer | s - ¢| des personnes fictives (hommes ou femmes,

selon la plus petite offre) de sorte que le nombre d'hommes entier s tel que a = b+ sm , donc a - b= sm . alors
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et le nombre de femmes devient le méme, et mettre ces

des personnes fictives au bas des listes de préférences de chacun.
¢) Cela découle immédiatement de l'exercice 63 de la section 3.1.
37.5; 15 39. La premiére situation de I'exercice 3;7 41. a) Pour
chaque sous-ensemble Sde {1,2, .., n}, calculerjéswjl Gardez une trace
du sous-ensemble donnant la plus grande somme inférieure a ou

égal 4 W, et retourner ce sous-ensemble en tant que sortie de I'algorithme
rithm. b) Le pack de nourriture et le poéle portable 43. a) Le
makespan est toujours au moins aussi important que la charge sur le
chargé de faire le travail le plus long, qui doit étre au moins

max j=1,2,..n ¢ . Par conséquent, le makespan minimum satisfait
cette inégalité. b) Le temps total pendant lequel les processeursy
besoin de passer a travailler sur les emplois (la charge totﬂe’) est g
Par conséquent, la charge moyenne par processeur est gle 1 =ity le
la charge maximale ne peut pas étre inférieure a la moyenne,

la durée de vie minimale est toujours au moins aussi grande. 45. Pro-

cesseur 1: travaux 1, 4; processeur 2: tache 2; processeur 3: travaux 3, 5
CHAPITRE 4

Section 4.1

1. a) Oui b) Non ¢) Oui d) Non 3. Supposons que @ | b . alors
il existe un entier & tel que ka = b . Parce que a (ck) = bc

ilen résulte que d' un | be . 5. Siun|beth|a,ily ades entiers
cetdtels que b=aceta = bd . Par conséquent, a = acd .
Parce que a = 0 il s'ensuit que ¢d = 1. Ainsi, soitc=d =1

ou ¢=d = -1. Par conséquent, soit « = b, soita =- b . 7. Parce que
ac| beily aun entier k tel que ack = bc . Par conséquent, ak=b ,
doncun|b.9.2)2,5b)~11,10¢)34,7d)77,0€)0, 0
)0,3¢g)-1,2h)4,011.a)7h00 b) 8h00 ¢) 10h00

13.2) 10b)8¢)0d)9e) 6 ) 11 15. Siun mod m =

b mod m , alors a et b ont le méme reste lorsque di-
vided by m . Par conséquent,a =g im +retb=qga2m+r,ou
0<r<m.lls'ensuitquea-b=(q1-g2)m doncm|(a-b).
Il s'ensuitque a = b (mod m) . 17. 11y aun b avec
(b-1)k<n<bk.Donc, (b-1)k<n-1<bk.Diviser

par kpour obtenir b - 1 <n/k<betb-1<(n-1)/k<b.
Done, [ n/k1=betl (n-1)/k]=5b-1.19.x mod m
sixmod m <[ m /2] et (x mod m) - m six mod m>
[m/2121.2) 1 b)2¢)3d)923.a) 1, 109 b) 40,

89 ¢) —31, 222 d) ~21, 38259 25. a) —15 b) —7 ¢) 140
27.-1,-26,-51,-76,24,49, 74,99 29. a) Non b) Non
¢) Ouid) Non 31.2) 132) 633.2) 9 b) 4 ¢) 25d) 0

35. Soit m = m . Parce que a = b (mod m) il existe un
entier s tel que a = b + sm . Par conséquent,a=b + (st) n,
donca=b(modn).37.a)Soitm=c=2,a=0,
eth=1.Alors 0=ac=bc=2(mod?2 ), mais
0=a=b=1(mod2).b)Soitm=5,a=b=3,c=1,
etd=06.Alors3=3 (mod5)et1=6(mod5), mais
31=3=4=729=36(mod 5 ). 39. Par l'exercice 38, le

la somme de deux carrés doit étre soit0 +0=0,0+1=1,

ou 1+ 1=2, modulo 4, jamais 3, et donc pas du

forme 4 k+ 3. 41. Parce que a = b (mod m) , il existe un

ak-bk=(a-b)(ar-1+ar2b+-+abk-2+bik-1),

k> 2, est aussi un multiple de m . Il s'ensuit que a « = b x (mod m) .
43. Pour prouver la fermeture, notons que @ - m b = (a - b) mod m , qui
par définition est un élément de Z » . La multiplication est associée
car(a-mb) - mceta-m(b-mc)sonttous deux égaux

(a b c)mod m et la multiplication des nombres entiers est associée
tive. De méme, la multiplication dans Z » est commutative car

la multiplication dans Z est commutative, et 1 est la multiplicative
identité de Z m parce que 1 est I'identité multiplicative pour Z .
45.0+50=0,0+51=1,0+52=2,0+s53=3,0+s54=
4;1451=2,1+52=3,1+53=4,1+54=0;2+52=
4,2+53=0,2t54=1;3+53=1,3+54=2;4+44=3
et-050=0,0-51=0,0:52=0,0-53=0,0-54=0;1-51=
1,1-52=2,1-53=3,1"54=4;2-52=4,2-53=1,2"54=
3;3:-53=4,3-54=2;4-54=147. fest sur mais pas

un a un (sauf sid = 1); g n'est ni l'un ni l'autre.

Section 4.2

1.2a) 11100111 b) 1 0001 1011 0100 ¢) 1 0111 11010110

1100 3. 2) 31 b) 513 ¢) 341 d) 26, 896 5.a) 1 0111

1010 b) 11 1000 0100 ¢) 1 0001 0011 d) 101 0000

1111 7. 2) 1000 0000 1110 b) 1 0011 0101 1010 1011

¢) 10101011 1011 1010d) 1101 1110 1111 1010 11001110

1101 9. 1010 1011 1100 1101 1110 1111 11.(B7B ) 16
13. En ajoutant jusqu'a trois 0 en téte si nécessaire, écrivez le binaire
expansion comme (... b23b22b21b20b 13b12b b wboboborbow):2.
La valeur de ce chiffre estboo+2bo1+4bo2+8bos+
24b10+2sbu+26b12+27b13+28b20+29b2u+210b2+
2ubxn t ++, que nous pouvons réécrire en b 00 +
2bor+4bn+8bo+(bio+t2bnu+dbn+8b13):

24+ (bo+2b2+4b22+8b2) 25+ - Maintenant
(bizbi2biibio)2s traduit par le chiffre hexadécimal / i .

Notre nombre estdonc io+/h1-24+h2-25+ =
ho+hi-16+h2-162+ -, quiest I'hex-

expansion décimale (... A 1h 1ho) 16. 15 Additionner a

si nécessaire, écrivez l'expansion binaire comme suit:
(.bnbabrbibiibiobobobo):.Lavaleur de cette nu-
lemeral estboo+2 bor+4 b2 +23b10+24b11+25b 1242 6b 20+
27b21+28b 22+, que nous pouvons réécrire comme b 00 + 2 b o1 +
4bot(bro+2bn+dbi12) 23+ (b+2ba+4b2n) 26+ .
Maintenant (b i2b i1b i0) 2 e traduit par le chiffre octal /i . Notre numéro
berestho+hi-23+h2-26+=hothi1-8+h2-82+ -,

qui est I'expansion octale (... A 1h1ho)s.17.11101

1100 1010 1101 0001, 1273 ) & 19. Convertir l'octal donné
numérique en binaire, puis convertir du binaire en hexadécimal

en utilisant I'exemple 7. 21. a) 1011 1110, 10 0001 0000 0001

b) 11010 1100, 1011 0000 0111 0011 ¢) 100 1001 1010,

101 0010 1001 0110 0000 d) 110 0000 0000,

1000 0000 0001 1111 1111 23. a) 1132, 144, 305 b) 6273,
2,134,272¢) 2110, 1, 107, 667 d) 57, 777,237, 326, 216

25.436 27.27 29. L'expansion binaire de l'entier est

I'unique telle somme. 31. Soita = (@n-1an-2...a1a0) 1.

Alorsa=10n-1an-1+10n-2an-2++10a1+ao
=an-1+an—2++ar+ao(mod3 ), car



dix =1(mod3)) pour tous les entiers non négatifs j . Il a suivi

bas que 3 | a si et seulement si 3 divise la somme des décomptes
chiffres imaux d' un . 33. Soita= (@n-1an-2...a1ao)2. alors
a=ao+2ai1+22a2++2n-1an-1=ao-ai1+az-
a3+ -+an-1(mod3).Ils'ensuit que a est divisible par

3 si et seulement si la somme des chiffres binaires dans le

positions numérotées moins la somme des chiffres binaires dans le

les positions impaires sont divisibles par 3. 35. a) =6 b) 13

¢) —14 d) 0 37. On trouve le complément a un de la somme

en ajoutant les compléments de I'un des deux nombres entiers, sauf
qu'un report dans le bit de téte est utilisé comme report sur le dernier bit
de la somme. 39. Sim > 0, alors le bit de téte @ »-1 du

l'expaxgiggzde son complément de m est 0 et la formule se lit

m= i—0ai2 * Ceci est correct car le ¢dté droit

est I'expansion binaire de m . Lorsque m est négatif, le premier

peu un n-1 de 'expansion du complément a un de m est 1. Le

les n —1 bits restants peuvent étre obtenus en soustrayant - m de

111... 1 (ouilyan-1 1s), car en soustrayant un peu

a partir de 1 équivaut a le compléter. Par conséquent, la chaine de bits
an-2... aoestl'expansion binaire de (2 nei-1 ;(z- m) .
Résoudre I'équation (2 not=1)-(-m)= ioai2 * pour
m donne l'équation souhaitée car a »-1= 1. 41. a) =7

b) 13 ¢) —15 d) —1 43. Pour obtenir le complément a deux

représentation de la somme de deux entiers, ajoutez leurs deux

Réponses aux exercices impairs S-25

53. soustraction de procédure (a, b : entiers positifs, a> b ,
a=(an-1an-2..a1ao0)2,

b=(bn-1bn-2..b1b0)2)
B:=0 { Bestl'emprunt}

pourj:=0an-1
sia;j>bj+ Balors
sj:=aj-bj-B

B:=0

autre
sjii=aj+2-bj-B
B:=1

{(sn-15n-2..5150) 2 estladifférence}

55. procédure comparer (a, b : entiers positifs,

a=(anan-1..a1a0)2,
b=(bnbn-1...b1bo)2)
ki=n

tandis queak =b ik etk> 0
ki=k-1
sia k= bk alors imprime « a est égal a b »
sia > bk alors imprime « a est supérieur a b »
sia k <b ik alors imprime « @ est inférieur a b »

57. O (log n) 59. La seule partie chronophage de Ial-
gorithme est le tout en boucle, qui est itérée g fois. L'ocuvre
fait a l'intérieur est une soustraction d'entiers pas plus grand que a , qui

représentations complémentaires (2 mesure que des entiers binaires sont ajoutés) a un journal un peu . Le résultat découle maintenant de l'exemple 9.

ct ignorer tout report de la colonne la plus a gauche. cependant,
la réponse n'est pas valide si un débordement s'est produit. Ca arrive

lorsque les chiffres les plus & gauche dans la représentation du complément a deux

les deux termes sont d'accord et le chiffre le plus a gauche de la réponse
differe. 45. Sim > 0, alog Le ?it detétean-1est0etle

la formule indique m = ¥ Ceci est correct car le

i=0ai2
c6té droit est I'expansion binaire de m . Sim < 0, son
I'expansion du complément a deux a 1 comme bit de téte et

les n —1 bits restants sont I'expansion bina'zcﬂds 2n-1-(-m).
n-1)-(-m)=

Cela signifie que (2 i—0ai2 ”. Résolution pour m

donne I'équation souhaitée car a n-1=1.47.4 n

49. procédure Cantor (x : entier positif)
n:=11:=1

tandis que (n+1) - f<x
n:=n+1

fi=fon

tandis que n> 0

an:=y/f]
yi=y-an-f
fi=f/n
n:i=n-1

{x=ann!+an-1(n-1)!++aill}

51. Premiére étape: ¢ =0, d =0, s 0= 1; deuxiéme étape: ¢ = 0,
d=1,s1=0; troisieme étape: ¢ = 1, d = 1, s 2 = 0; quatriéme étape:
c=1,d=1,s3=0;cinquiéme étape: ¢ = 1,d = 1, s 4 = 1; sixieme

étape:c=1,s5=1

Section 4.3

1.29,71,97 prime; 21.111.143 non premier 3. a) 23 11
b)2-32-7¢)36 d)7-11-13e)11-101)2-33-
5:7-13-375.28-34-52-7
7. primetester de la procédure ( n : entier supérieur a 1)
isprime : = true
d:=2 v
tandis que isprimeetd < "
sin mod d = 0 alors isprime : = false
sinond:=d+1

retourner isprime

9. Berivezn = rs , ot > 1 et s> 1. Puis 2 n-1=
o=l =(2 )s-l=(2 1) (2 r)sa+(2 r)s2H(2 r)s3+

=+ + 1) . Le premier facteur est au moins 2 2 - 1 = 3 et le second

estau moins 22+ 1 = 5. Ceci fournit une factorisation de
2n—1 en deux facteurs supérieurs a 1, donc 2 »—1 est composite.
'

eth=0.
. Cela viole les principes fondamentaux

11. Supposons que log23=a/boua b €EZ
Puis2 /b= 3,donc2a4=3»
théoréme de l'arithmétique. Par conséquent, log 2 3 est irrationnel. 13. 3, 5,
et 7 sont des nombres premiers de la forme souhaitée. 15. 1,7, 11, 13, 17,
19, 23,29 17. a) Oui b) Non ¢) Oui d) Oui 19. Supposons

que n n'est pas premier, de sorte que n = ab , ou a et b sont intégrés

gers supérieur a 1. Parce que a> 1, par l'identité de l'indice,
a -1 est un facteur de 2 »-1 qui est supérieur a 1, et le second
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facteur de cette identité est également supérieur a 1. Par conséqu’éﬁ& gst
pas premier. 21.2)2b)4¢) 1223. ¢ (pk)=pk-pk-1
25.a2)35-53b)1¢)2317d)41-43-53¢) 1) 1111
27.a)211-37-59-73 b)29-37-55-73-11-
13-17¢)2331d)41-43-53€)2 123135177 21 f) Non défini

9. pged (92928, 123552 ) = 1056; lem (192928, 123552 ) =

10, 872, 576; les deux produits sont 11, 481, 440, 256. 31. Parce que
min (x, y) + max (x, y) = x+ y, l'exposant de p i dans

N

55. Supposons qu'il n'y ait qu'un nombre fini de nombres premiers de
forme 4 k+ 3, asavoirg1,g2,...,gn,oug1=3,q2=17,

ete. Soit Q=4 ¢q 12 gn—1.Notez que Q est de la forme
4k+3(uk=qgi1g2-qn-1).SiQ estpremier, alors nous

ont trouvé un nombre premier de la forme souhaitée différent de tous ceux
répertoriés. Si Q n'est pas premier, alors Q a au moins un facteur premier
pas dans lalisteq 1, g 2, ..., ¢ n, car le reste lorsque O

estdivisé pargjestq - 1, etq ;- 1 =0. Parce que tout impair

la décomposition en facteurs premiers de pged (a, b) - ppem (a, b) est la somme deles nombres premiers sont de la forme 4 £ +1 ou de la forme 4 k +3, et

les exposants de p i dans les factorisations premiéres de a et b .
33.a)6b)3¢) 11d)3e)40f) 1235.9 37. Par exer-

cise 36, il s'ensuit que ged (2 7 1,(2 «-1)mod (2 +-1))=
pged (4° 1,2 wmodb-1).Parce que les exposants impliqués
dans le calcul sont b et @ mod b , les mémes que le quan-

impliquées dans le calcul du pged (a, b) , les étapes utilisées par le
Algorithme euclidien pour calculer le pged (2 “~ 1,2 4-1)rodage
parallélement a ceux utilisés pour calculer le pged (a, b) et montrer que
pgcd(z-l,z b-1)=2pgedt-1.39.a)1 =
(=1)-10+1-11b)1=21-21+(-10) 44

) 12=(-1)-36+48d)1=13-55+(-21)-34
e)3=11-213+(-20)-117223=1-0+1-223g)1=37"
2347+ (=706 ) - 123 h) 2 = 1128 - 3454 + (—835 ) - 4666

i) 1 =2468-9999 + (2221 ) - 1111141.(-3)-26+1-91=
1343.34- 144+ (-55)-89=1

45. procédure euclidienne étendue ( a, b : entiers positifs)

xX:=a
yi=b

oldolds : =1
anciens : =0
oldoldt : = 0
oldt : =

tandis que y =0

gq:=xdivy

r:=xmod y

xX:=y

yi=r

s 1= oldolds - q - olds
t:=oldoldt - q - oldt
oldolds : = olds
oldoldt : = oldt

olds

oldt: =1t
{ged (a, b) estx, et (oldolds) a + (oldoldt) b=x }

47.a) a n=1 sin est premier et @ » = 0 sinon. b) a » est le

le plus petit facteur premier de n avec un 1 = 1. ¢) un » est le nombre de
diviseurs positifs de . d) @ » =1 sin n'a pas de diviseurs qui sont

carrés parfaits supérieurs a 1 et a » = 0 sinon. €) a » est

le plus grand nombre premier inférieur ou égal a n . f) a » est le produit de
les n -1 premiers nombres premiers. 49. Parce que chaque deuxiéme entier est
divisible par 2, le produit est divisible par 2. Parce que chaque tiers

entier est divisible par 3, le produit est divisible par 3. Par conséquent

le produit a a la fois 2 et 3 dans sa factorisation principale et est

donc divisible par 3 - 2= 6. 51. n = 1601 est un contre-

ample. 53 La définition de k= a + b +1 produira le composite

nombrea (a+b+1)+b=a2tab+ta+b=(a+l)(a+b).

le produit des nombres premiers de la forme 4 &+ 1 est également de cette forme
(car (4k+1)(4m+1)=4(4km+k+m)+1),il doity avoir

étre un facteur Q de la forme 4 k + 3 différent des nombres premiers

nous avons énuméré. 57. Etant donné un entier positif x , nous montrons qu'il
est exactement un nombre rationnel positif 7 /n (en termes les plus bas)

tel que K (m /n) = x . D'apreés la factorisation de x , lire

sur le m et n tels que K (m /n) = x . Les nombres premiers qui se produisent

améme des puissances sont les nombres premiers qui se produisent dans le facteur premier-

de m , les exposants étant la moiti¢ du nombre correspondant

exposants en x ; et les nombres premiers qui se produisent a des puissances impaires sont
les nombres premiers qui se produisent dans la factorisation principale de 7 , avec le

les exposants étant la moitié d'un de plus que les exposants de x .

Section 4.4

1.15-7=105=1(mod 26 ) 3.75.a) 7b) 52 ¢) 34

d) 73 7. Supposons que b et ¢ soient tous deux inverses d' un modulo
m . Ensuite ba = 1 (mod m) et ca =1 (mod m) . Par conséquent,
ba = ca (mod m) . Parce que ged (a, m) = 1, il suit par-

orem 7 dans la section 4.3 quib=c (modm) . 9.8 11. a) 67

b) 88 ¢) 146 13. 3 et 6 15. Soit m = m /pged (¢, m) .

Parce que tous les facteurs communs de m et ¢ sont divisés

m pour obtenir m , il s'ensuit que m et ¢ sont relativement premiers.
Parce que m divise ac - bc = (a - b) ¢, il s'ensuit que m

divise (a - b) ¢ . Par le lemme 3 de la section 4.3, nous voyons que
m divisea - b, donca = b (mod m) . 17. Supposons que
x2=1(modp).Alors pdivisex2-1=x+1)(x-1).

Par le lemme 2, il s'ensuit que p |x+ 1 oup |x - 1, donc
x=-1(modp)oux=1(modp).19.a) Supposons que

ia=ja (modp),oul<i<j<p.Alorsp sedivise

Ja-ia=a(j-i).Parlethéoréme 1, car @ n'est pas divisible

par p, p divisej - i, ce qui est impossible car j - i est

un entier positif inférieur a p . b) Par la partie (a), car il n'y a pas deux
d'un, 2a,. .., (p-1)asontmodulo p congrus , chacun doit étre
congruente a un nombre différent de 1 a p -1. Il s'ensuit que
a-2a-3a(p-1)-a=1-2-3-+(p-1)(modp) .1l
s'ensuitque (p —1 ) ! -ap-1=p—1(mod p) . ¢) Par Wilson's
théoreme et partie (b), si p ne divise pas a , il s'ensuit que

(1) ap-1=-1(modp).Donc, unp-1=1(modp) . d) Si
pla,alorspluny  Done a,=a=0(modp).Sip nele fait pas
diviser a , puis @ p-1 = a (mod p) , par la partie (c). Multiplier

les deux c6tés de cette congruence par a donne un p=a (mod p) .
21. Tous les entiers de la forme 323 + 330 &, oU & est un entier

23. Tous les entiers de la forme 53 + 60 k , ou k est un entier
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25. procédure chinoise (m1, mz2, ..., m » : relativement
nombres premiers positifs premiers; a 1, a 2, ..., a » : entiers )

pourk:=1lan
x:=xtakMkyk

tandis que x > m
X:=x-m

return x {la plus petite solution du systéme
{x=ar(modmi),k=1,2,.,n}}

27. Tous les entiers de la forme 16 + 252 &, ou k est un entier

Réponses aux exercices impairs S-27

n=1296m3+396m2+36 m+ 1. Clairement 6 m |n -1,

12m |n—1et 18 m | n-1. Par conséquent, les conditions

I'exercice 48 est respecté, et nous concluons que n est un Carmichael
nombre. b) Laisser m = 51 donne n =172, 947, 529.
51.0=(0,0),1=(1,1),2=(2,2),3=(0,3),
4=(1,4),5=(2,0),6=¢(0,1),7=(1,2),8=(2,3),
9=(0,4),10=(1,0),11=(2,1),12=(0,2),13=(1,3),
14=(2,4)53. Nous avons m 1 =99, m2=98, m 3=97,
etm4=95,doncm=99-98-97-95=289, 403, 930. Nous
constater que M 1=m /m1=903,070, M2=m /m2=912, 285,
Mi=m/m3=921,690etMas=m/ma=941, 094.

En utilisant l'algorithme euclidien, nous calculons que y 1 =37,
y2=33,y3=24etys=4sontdes inverses de M r modulo

m kpour k=1, 2, 3, 4, respectivement. Il s'ensuit que la solution
tion est 65 - 903, 070 - 37 +2- 912, 285 -33 + 51 - 921, 690 -
24+10-941,094-4=3,397, 886, 480 = 537, 140

(mod 89,403, 930).55.log25=16,log26=14

ger 29. Supposons que p est un nombre premier apparaissant dans le nombre premigy log31=0,log32=14,log33 =1, log34 =12

factorisation de m 1m 2 - m » . Parce que les m i s sont relativement
premier, p est un facteur d'exactement l'un des m i s, disons m ;. Ftre-

car m j divise a - b , il s'ensuit que a - b a la fac-

tor p dans sa factorisation principale a une puissance au moins aussi grande
comme la puissance a laquelle il apparait dans la factorisation

tion de m j . Il s'ensuit que m 1m 2 -+ m » divise a - b , donc
a=b(modmim2-+mn).31.x=1(mod6)33.7
35.ap—2-a=a-ap-2=ap-1=1(mod p) 37. a) Par

Le petit théoréme de Fermat, nous avons 2 10=1 (mod 11 ) . Par conséquent,
2340=(210)34=134=1(mod I1).b)Parceque32=1

(mod 31 ), il s'ensuit que 2340 = (25) 68 =32 68 =1 68 = 1

(mod 31 ) . ¢) Parce que 11 et 31 sont relativement premiers, et

11 - 31 =341, il suit des parties (a) et (b) et Exer-

cise 29 que 2 340=1 (mod 341 ) . 39. a) 3, 4, 8 b) 983

41. Supposons que ¢ est un nombre impair impair avec ¢ | 2 » -1. Par Fermat

petit théoreme, ¢ | 2 ¢ -1 - 1. De l'exercice 37 de la section 4.3,
pecd (Q-l ,2 g-1-1)=2pged(p.q-1)-1. Parce que ¢ est un com-

mon diviseur de 2 # L €t2¢-1=1, pged (2 p-1,2 4-1=1)> 1.

Par conséquent, ged (p, ¢ —1 ) = p , car la seule autre possibilité,
g-1—1)=1.

a savoir, ged (p, ¢ —1 ) = 1, nous donne ged (2 77
Par conséquent, p | g - 1, et donc il y a un entier positif
m tel que ¢ - 1 = mp. Parce que g est impair, m doit étre
méme, disons, m = 2 k, et donc chaque diviseur premier de2 ~ *”~ 1
est de la forme 2 kp + 1. De plus, le produit de nombre

log35=5,log36=15,log37=11,log38=10,log39=2,
log310=3,log311=7,log312=13,log3 13=4,
log314=9,log3 15=6,log3 16 =8 59. Supposons que s soit

une solution de x 2= a (mod p) . Alors parce que (-s)2=52,-5

est aussi une solution. De plus, s = - s (mod p) . Autrement,

P |25, cequiimplique que p | s, et cela implique, en utilisant
I'hypothése d'origine, que p | @ , ce qui est une contradiction.

De plus, si s et 7 sont des solutions incongrues modulo p ,

alors parce que s 2=t2(mod p) , p|s2-t2. Ceci implique que
Pl(s+1(s-1,etparlelemme 3 dans lasection4.3,p |5 -1
oup|s+it,doncs=¢(modp)ous=-t(modp). Parconséq@em},
il'y aau plus deux solutions. 61. La valeur de p  dé-
ne dépend que de savoir si @ est un résidu quadratique modulo p , que
est de savoir six 2 = a (mod p) a une solution. Parce que cela

ne dépe::zi que thlg classe d'équivalence d' un modulo p , il s'ensuit

E:e”t:?( hl,) p sia=b(modp).63. Par lexercxtci:mé ,
» =ap-1)/2bp-1)/2=(ab) p-1)/2= ) (mod p).
65.x=8, 13, 22, 0u 27 (mod 35) 67. Calculer r ¢ mod p

poure=0,1,2, .., p-2jusqu'ace que nous obtenions la réponse a . Pire
le cas et la complexité du temps moyen du cas sont O (p log p) .

Section 4.5

bers de cette forme est ¢galement de cette forme. Par conséquent, tous les diviseursl. 91, 57,21, 5 3. a) 7, 19,7, 7, 18, 0 b) Prenez la suivante

sur 27~ | sont de cette forme. 43. M 11 n'est pas un nombre premier; M 17

est premier. 45. Premiérement, 2047 = 23 - 89 est composite. Ecrire
2047-1=2046=2-1023,doncs =1 ets=1023 in

la définition. Alors 2 103 =(211)93=204893=103=1

('mod 2047 ) , comme souhaité. 47. Il faut montrer que b 2520 = 1

('mod 2821 ) pour tout b relativement premier a 2821. Notez que
2821=7-13-31, etsipged (b, 2821 ) = 1, alors

pged (b, 7) =ged (b, 13 ) = ged (b, 31 ) = 1. En utilisant le lit de Fermat
tle théoréme nous trouvons que b6=1(mod7),b12=1(mod 13 ),

eth3=1(mod31).Ils'ensuitque b 220=(bs)40=1

(mod7),baw0=(b12)235=1(mod 13 )ethasn=
(b30)94=1(mod 31 ). Par l'exercice 29 (ou le rapport chinois

théoreme de Mainder), il s'ensuit que b 220 = 1 (mod 2821 ) , comme
voulu. 49. a) Si nous multiplions cette expression, nous obtenons

espace disponible mod 31.5.1,5,4,1,5,4,1,5,4, ...
7.2,6,7,10,8,2,6,7,10,8, ... 9. 2357, 5554, 8469,

7239, 4031, 2489, 1951, 8064 11.2, 1, 1, 1, ... 13. Uniquement
chaine (d) 15. 4 17. Correctement, bien stir 19. a) Non

valide b) valide ¢) valide d) non valide 21. a) non b) 5¢) 7d) 8
23. Erreurs de transposition impliquant le dernier chiffre 25. a) Oui
b) Non ¢) Oui d) Non 27. Les erreurs de transposition seront

si et seulement si les chiffres transposés sont un nombre impair
nombre de positions et ne différent pas de 5. 29. a) Valide

b) Non valide ¢) Valide d) Valide 31. Oui, tant que le

deux chiffres ne different pas de 7 33. a) Non valide b) Valide

¢) Valide d) Non valide 35. La congruence donnée est équivalente

prétéaddi+4d2+5d3+6ds+7ds+8de+9d71+10ds=0
(mod 11 ) . Transposition des chiffres adjacents x et y (avec x sur la
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gauche) fait augmenter le coté gauche de x - y . Car
x=y(mod 11), la congruence ne tiendra plus. La-

les erreurs antérieures de ce type sont toujours détectées.

Section 4.6

1.a) GR QRW SDVV JR b) QB ABG CNFF TB ¢) QX UXM

AHIJ ZX 3. 2) KOHQV MCIF GHSD b) RVBXP TIPZ

NBZX ¢) DBYNE PHRM FYZA 5. a) REMISE

MAINTENANT b) SOYEZ MON AMI ¢) TEMPS DE PLAISIR 7. POUR
SOMMEIL PERCHANCE POUR REVER 9. TOUT SUFFIS-

UNE TECHNOLOGIE DE POINTE AVANCEE EST INDISTIN-
GUISHABLE DE MAGIC 11. p=7 ¢+ 13 mod 26

13.a=18,b=515. ATTENTION AUX MARTIENS

17. Vraisemblablement quelque chose comme un chiffre affine

19. OURAGAN 21. La longueur de la clé peut trés bien étre

le plus grand diviseur commun des distances entre les départs

de la chaine répétée (ou un facteur du pged). 23. Supposons

nous connaissons a la fois n=pg et (p =1 ) (¢ —1 ) . Pour trouver p et ¢ , d'abord
notons que (p-1) (q-1)=pg-p-q+l=n-(p+q) +1.

De 13, nous pouvons trouver s =p + ¢ . Parceque g =s-p,

nous avons n = p (s - p) . Par conséquent, p 2 - ps + n = 0. Nous

peut maintenant utiliser la formule quadratique pour trouver p . Une fois que nous
trouvé p , on peut trouver g car ¢ =n/p . 25. 2545 2757

1211 27. ARGENT 29. Alice envoie 5 smod 23 = 16 a

Bob. Bob envoie 5 s mod 23 = 20 a Alice. Alice calcule

20 smod 23 = 6 et Bob calcule 16 smod 23 = 6. Le

la clé partagée est 6. 31. 2186 2087 1279 1251 0326 0816 1948

33. Alice peut décrypter la premicre partic du message de Cathy a

apprendre la clé, et Bob peut décrypter la deuxieme partie de Cathy

message, que Alice lui a transmis, pour apprendre la clé. Non

quelqu'un d'autre que Cathy peut apprendre la clé, parce que tous ces

les communications utilisent des clés privées sécurisées.

Exercices supplémentaires

1. Le nombre réel de miles parcourus est de 46518 + 100000 & pour
un certain nombre naturel & . 3.5,22,-12,-29 5. Parce que
ac = bc (mod m) il y a un entier & tel que ac = be +

km . Par conséquent, a - b= km /¢ . Parce que a - b est un entier,
c|km . Soitd = ged (m, ¢) , écrivez ¢ = de . Parce que non
facteur e divise m /j , il en résulte que | m et e | k. Donc
a-b=(k/e)(m/j),ouk/e€Zetm/j€EL.La

avanta = b (mod m /d) . 7. Preuve de la contrapositive:

Sin est impair, alors n =2 k+ 1 pour un entier k. Donc
n2t1=(2k+1)2+1=4k2+4k+2=2(mod4).Mais
les carrés parfaits de nombres pairs sont congrus a 0 modulo 4
(parce que (2 m) 2=4 m2), et des carrés parfaits de nombres impairs
sont congruentes a 1 ou 3 modulo 4, donc n 2 + 1 n'est pas parfait
carré. 9. n est divisible par 8 si et seulement si I'expansion binaire

sion de n se termine par 000. 11. Nous partons du principe que quelqu'un a

sur. Apres avoir connu les réponses a ces n questions, nous allons
connaitre le nombre, car nous coygitrons son expanzéqp binaire.

13.(@nan-1...araoc) 0= =010 P
0+= 1 (mod 9 ) pour chaque entier non négati

%%A—fmod 9)

parce que 1
15. Parce que pour tout k< n, lorsque Q » est divisé par &, le
mainder sera 1, il s'ensuit qu'aucun nombre premier inférieur a
ou égal a n est un facteur de Q » . Ainsi, par la théorie fondamentale
rem de l'arithmétique, Q » doit avoir un facteur premier supérieur a n .
17. Prenez a = 10 et b = 1 dans le théoréme de Dirichlet. 19. Chaque
un nombre supérieur a 11 peut étre écrit comme 8 +2no0u9+2n
pour certains n > 2. 21. Supposons que chaque entier pair supérieur
que 2 est la somme de deux nombres premiers, et soit n un entier supérieur
de 5. Si n est impair, écrivezn =3 + (n - 3 ) et décomposez
n-3=p+q dans lasomme de deux nombres premiers; si 7 est pair, alors
écriren =2+ (n-2 ) et décomposer n-2=p+ g en
la somme de deux nombres premiers. Pour l'inverse, supposons que chaque
nombre entier supérieur a 5 est la somme de trois nombres premiers, et que 7 soit
un entier pair supérieur a 2. Ecrivez n +2 comme la somme de trois
des nombres premiers, dont l'un est nécessairement 2, doncn +2=2+p+gq,
d'oun=p+q.23. Rappelons qu'un poly-
nomial ne peut prendre la méme valeur qu’un nombre fini de
fois. Ainsi fne peut prendre les valeurs 0 et + 1 que de fagon finie
AJJg%iSeurs fois, donc s'il n'y a pas un y tel que /() soit com-
posite, alors il doit y avoir un certain x o tel que = f'(x 0 ) est premier,
dis p . Regardez f (x 0 + kp) . Quand on branche x o + kp pour x
dans le polynome et le multiplier, chaque terme contiendra

un facteur de p a I exception des termes qui forment f(x 0) . Donc
fxo+kp)=f(xo)+mp=(m=1)ppourun entier m . Comme

k varie, cette valeur peut étre 0, p ou— p seulement plusieurs fois de fagon finie;
il doit donc s'agir d'un nombre composite pour certaines valeurs de & .
25.127.129. Sinon, supposons que ¢ 1, g2, ..., ¢ » sont

tous les nombres premiers de la forme 6 k+ 5. Soit Q=6g 12 gn- 1.
Notez que Q estde laforme 6 k+ 5, 0uk=gi1g2--gn-1.

Soit Q=p 1p2 - pétre la factorisation de O . Non p i est

2,3 outoutq, car le reste lorsque Q est divisé par 2

est I, par 3 est 2, et par ¢ j est g -1. Tous les nombres premiers impairs autres que 3
sont de la forme 6 k£ +1 ou 6 k +5, et le produit de nombres premiers de

la forme 6 &k + 1 est également de cette forme. Par conséquent, au moins un des
les p i doivent étre de la forme 6 k +5, une contradiction. 31. Le

le produit des nombres de la forme 4 &+ 1 est de la forme 4 £+ 1,

mais les numéros de ce formulaire peuvent avoir des numéros qui ne sont pas de cette forme

comme leurs seuls facteurs premiers. Par exemple, 49 =4 - 12 + 1, mais

la factorisation principale de49 est7-7=(4-1+3)(4-1+3).

33. a) pas mutuellement relativement premiers b) mutuellement relativement
premier ¢) mutuellement relativement premier d) mutuellement relativement
prime 35 1 37. x =28 (mod 30 ) 39. Par les Chinois

théoréme du reste, il suffit de montrer que n9-n=0
(mod2),n9-n=0(mod3)etno-n=0(mod5).

Chacun a son tour découle de I'application du petit théoréme de Fermat.

41. Par le petit théoréme de Fermat, p ¢-1=1 ( mod g) et clairement
gp-1=0(modg).Doncpg-1+gp-1=1+0=1

(mod ¢) . De méme, p -1+ ¢ p-1=1(mod p) . Ca suit
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choisi un entier positif inférieur a 2 ", que nous devinons.
Nous demandons a la personne d'écrire le nombre en binaire, en utilisant

bit 1? "," Le deuxieme bit est-il 1? "," Le troisiéme bit est-il 1? ", et ainsi

3 sont relativement premiers a 10. Par conséquent, la somme ne peut plus
étre 0 modulo 10. 45. Modulo 10 de travail, résoudre pour do.

Le chiffre de contréle pour 11100002 est 5. 47. VEUILLEZ ENVOYER
ARGENT 49. 2) QAL HUVEM A WVESGB b) QXB

EVZZL ZEVZZRFS

CHAPITRE 5

Section 5.1

1. Soit P (n) la déclaration que le train s'arréte a l'arrét

tion 7 . Etape de base: On nous dit que P ( 1 ) est vrai. Induit

étape positive: on nous dit que P (n) implique P (n + 1 ) pour chaque
n > 1. Par conséquent, selon le principe de I'induc-

tion, P (n) est vrai pour tous les entiers positifs n. 3. a) 1 2=

1-2-3/six b) Les deux cotés de P (1 ) présentés dans la partie (a) égal 1.

¢la+22++k2a=k(k+1)(2k+1)/6d)Pour chacun

k=1 que P (k) implique P (k+ 1 ) ; en d’autres termes, cette

en résumant I'hypothése inductive [voir partie (¢)] nous pouvons montrer
To+22++hkat(k+1)2=(k+1)(*k+2)(2k+3)/6

e (lao+22++ka)+(k+1)2=[k(k+1)(2k+

1)/6)+ (k+1)2=[(k+1)/6][k(2k+1)+6(k+
1)]1=[(k+1)/6)(2k2+Tk+6)=[(k+1)/6] (k+
2)(2k+3)=(k+1) (k+2) (2 k+3)/6 1) Nous avons terminé

a la fois I'étape de base et I'étape inductive, donc par le principe
d'induction mathématique, 'énoncé est vrai pour chaque pos-
entier itif 7. 5. Soit P (n) soit «l 24324+ (2n+1)2=
(m+1)(2n+1)(2n+3)/3.” Etape de base: P (0 ) est vrai car
12=1=(0+1)(2-0+1)(2-0+3)/3. Etape inductive: Supposons
que P (k) est vrai. Ensuite 1 243 2+ -+ (2k+1 )2+ [2 (k+1 ) +
o=(k+1)(2k+1)(2k+3)/3+(2k+3)2=(2k+3)[ (k+
1)(2k+1)/3+(2k+3)]1=(2k+3) (2k249k+10)/3=(2k+

3)(2k+5) (k+2)y3=[ (k+1) +1][2 (k+1) +1][2 (k+1) +3]/3.
=3(5 n+1-1)/4.” Etape de base:

7. Soit P (n) « i-035 J
P (0 ) est vrai car 035’3 j=3=3(51-1)/4.
=03y
Etape i ive: S j=3(5 k+-1)/4.
pe dekugltzve. upposcniqkue =035
= j)t3,5k+1=3(5 k1=

alors 03-5 7 03
j=03-5 j=0
1)/4+3A5A+1:3(5 k+1+4-5k01—-1)/4=3(5 r+2-1)/4.

9.2)2+4+6+ -+2n=n(n+1)b) Eape de base:2=1-(1+1)

du théoreme du reste chinois que pg-1+¢gp-1=1
(mod pg) . 43. Siaipasse dexay, le changement

0s si nécessaire pour lui faire 7 bits de long. Nous demandons ensuite «est le premidans le coté gauche de la congruence est soit y - x ou
3 (v-x), modulo 10, dont aucun ne peut étre 0 car 1 et
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1-2=2=1(1+1)(1 +2)/3.Etape inductive: Supposons que P (k)
estvrai. Alors 1 -2+2 -3+ -+ k(k+1 )+ (k+1) (k+2)=[k(k+
1) (k+2)/3]+ (k+1) (k+2)=(k+1) (k+2) [ (k/3 ) +1]=

(k+1) (k+2) (k+3)/3.17. Soit P (n) I'énoncé suivant:
1a+24+34++na=nm+1)(2n+1)(3n2+3n-1)/30.

P (1) estvraiparceque I -2-3-5/30=1.On suppose que P (k)
estvrai. Alors (14+24+34+ - +ka)+(k+1)s=
k(k+1)(2k+1)(3k2+3k-1)/30+(k+1)a=[(k+
1)/30)[k(2k+1)(3k2+3k-1)+30(k+1)3]=[(k+
1)/30] (6ka+39k3s+91k2+89k+30)=[(k+1)/30] (k+

2)(2k+3)[3(k+1)2+3 (k+1)-1]. Cela démontre que

P(k+1)estvrai. 19.2) 1 +1 ,  b)Clstvrai
4<2-1

parce que cing /4 est inférieure a 6 /4 ¢) 1+1 . <D K

d) Pour chaque k > 2 que P (k) implique P (k+1 ) ; en d'autres termes,

nous voulons montrer qu'en supposant I'hypothése inductive [voir

partie (c)] on peut montrer 1 + 1

1
a1 ket k41)2<2- L
e+ o F kA' <2-1 “I‘q -
[ ekt & (k+1)2 e+ k)2
- B Y L T |
k-1 (k1)2 kk+1)2 K(k+1)2=  k(k+1)2=

1 s
2-0 - Ke+1)2<2 -1 k+1  f) Nous avons terminé les deux

I'é¢tape de base et I'étape inductive, donc par le principe de
induction mathématique, I'énoncé est vrai pour chaque

ger n supérieur a 1. 21. Soit P (n) égal a «2 n>n2.” Base
étape: P (5) estvrai car 25 =32 > 25= 52 Induit
étape positive : supposons que P (k) soit vrai, Clest-a-dife ?
Qkt1= 2-2k>kethke>hketd k> ka2 k+1=(k+1)2

k2 . alors

parce que k> 4. 23. Par inspection, nous constatons que l'inégalité
2n+3<2s nevautpaspourn=0,1,2,3.SoitP (n)le
proposition que cette inégalité vaut pour l'entier positif 7 .

P(4),lecas debase, estvraicar2-4+3=11<16=24.

Pour ['étape inductive, supposons que P (k) soit vrai. Ensuite, par
hypothése ductive, 2 (k+1) +3=(2k+3)+2 <2 #+2. Mais be-
cause k> 1,2 KF2S244246=2441 ol montre que P (k+1)
est vrai. 25. Soit P (n) soit«1 + nh < (1+h)n, h>-1».
Etapedeba,ve.‘P(O)estvraica.r 1+0-h=1<1=(1+h)o.

FEtape inductive: Supposons 1+ kh < (1+h) . Ensuite parce que
(LEm>0, (14 k= (1+h) (14 h) k> (1+h) (14 k) =

T4+ 1) hkh 2= 1 +fk+ 1) h.27.Sqjt P (n) soiy )
/L1 241/ 34ewl/ P2 mdy-l e
FEtape de base: P (1) est vrai car 1 > 2 2-4 . Induit



est vrai. Etape inductive: Supposons que 2 + 4 + 6 + = + 2 k=
k(k+1).Alors (2+4+6++2k+2(k+1)= .
k(k+1)+2 (k+1)=(k+1) (k+2).11.a)
(2-1)/2 " b) Etape de base: P (1 fﬁ‘ vrai car |
1)/2 tf{a]pe inductive:fklpposons que /2
1= = 1 =241 +1

2)+1 2k 2% 2k
26n-2+1 =244-1 L 13.S0it P(n) «12-22+32-
2kn 254

wedt (=1 )n-1n2=(=1)n-1n(n+1)/2.” Etape de base: P (1)

alors J=1 oy,

estvraicar 1 2=1=(—1) o 12. Etape inductive: Supposons

que P (k) estvrai. Alors 1 2-22+3 2=+ (=1 )k-1k2+
(=1)k(k+1)2=(=1)k=1k(k+1)/2+(=1)k(k+1)2=
(=1 )k (k+1)[-k/2+ (k+1)]1=(—-1 )k (k+1) [ (k/2)+1]=
(=1)k(k+1) (k+2)/2.15.Soit P (n) soit“l -2+ 23+ -+
nm+1)=n(n+1)m+2)/3.” Etape de base: P (1 ) est vrai car

$-30 Réponses aux exercices impairs

la somme d'un multiple de 2 (par I'nypothése inductive) et d'un

multiple de 2 (par définition), donc divisible par 2. 33. Soit

P (n) soit « n s - n est divisible par 5.» Etape de base: P (0 ) est vrai
car 05 - 0= 0 estdivisible par 5. Pas inductif: As-

supposons que P (k) est vrai, c'est-a-dire que ks - 5 est divisible par 5. Alors
(k+1)s-(k+1)= (ks +5ks+10 k3 +10 k2 +5k+1) - (k+1) =
(ks-k)+5 (ka+2hks+2k2+k) est également divisible par 5,

parce que les deux termes de cette somme sont divisibles par 5. 35. Soit
P (n) soit la proposition que (2 n- 1 ) 2 - 1 est divisible par

8. Le cas de base P ("1 ) est vrai car 8 | 0. Maintenant

supposons que P (k) est vrai. Parceque [ (2 (k+1)-1]2-1=
[(2k-1)2-1]+8%k P (k+ 1) estvraicar les deux termes sur

le coté droit est divisible par 8. Cela montre que P (1)

est vrai pour tous les entiers positifs 7 , donc m 2 - 1 est divisible par

8 chaque fois que m est un entier positif impair. 37. Etape de base:
111+1+122-1-1=121 + 12 = 133 Pas inductif: Supposons que

hypothése inductive, que 11 17122071 ot divisible par 133.
Puis 11 m+1) 1+ 122m+1)-1=11- 11 n+1+ 144 - 1220-1=

1-1p (114133 122,0=11 (11 wtt 12201) +

133- 12201
133 par I'hypothése inductive, et évidemment la deuxieme

. L'expression entre parenthéses est divisible par

terme est divisible par 133, donc la quantité entiére est divisible par
133, commeyquhaité. 39. Lype de base: A1 C B 1 im-

j=14;C j=1Bj. Etape inductive: Supposons que
hypotirgse inductive qugsid,; C Bjpourj=1,2, .., k,

j=1Bj. On vey@imontrer que sN4 & Bj
pourj=1,2, . k+Lalors ~, €V 18 Soitx
A= i) NAk+1.
Parce quex € ;-1 4;, nous le savons par I'hypothése inductive

plie que
ensuite j=14,C

étre un ¢lément agbjraire de

,‘—11/2’,:

=2 5432

Gtapeppasitive *ﬁémnosogs qu§<ﬁ (W-sqjtpai. Mlery } *(*/\/lk/wtzlerT fous

montrer que2 K11 H1/ k152 k+2-1

il s'ensuit quegR (k + 1) est yfai. Cettq inégalité est gquivalente

alentour a 2 k(ﬁ/2 - kAl f(\// k+1,qui est )
Gquivalent § 2 k2= krl k+2+ kvl <
k+1/ 1\17+1+ k+2/  k+1.Celaéquivaut a

2<1+ k+2/  k+1,cequi est clairement vrai. 29. Soit

P (n) soit« H 2., <l+n.” Etape de base: P (0 ) est vrai

provoquer H 75 H1=1<1+0. Pas inductif: Supposqns
D> 2

que H 2+ S(l‘rk,)AlorstA 1

“
=Hau+ ) <
j=2u41

T4k+2s ! <1+k+1=1+(k+1). 31.Base
2

ka
étape: 12+ 1 =2 est divisible par 2. Etape inductive: Supposons
I'hypothése inductive, que k2 + k est divisible par 2. Alors
(k+1)2+ (k+1)=ko+2 k+1+k+1=(k2+ k) +2 (k+1 ),

compléte la preuve inductive. 47. Réorganisez les emplacements si
nécessaire pour que x 1 <x2<x3 <+ <xd. Placer le premier

tour en position 7 1 = x 1 +1. Supposons que la tour k a été placée

en position 7« . Placez ensuite la tour k +1 a la position # 4 +1 =x +1,

ou x est le plus petit x i supérieur a 7« + 1. 49. Les deux

ensembles ne se chevauchent pas si n + 1 = 2. En fait, I'état conditionnel-
ment P (1) — P (2)estfaux. 51. L'erreur consiste a appliquer

I'hypothése inductive de regarder max (x -1, y -1 ), car

méme six ety sont des entiers positifs, x- 1 ety - 1

n'a pas besoin d'étre (un ou les deux pourraient étre 0). 53. Pour I'étape de base
( n=2) la premiére personne coupe le giteau en deux portions qu'elle

pense valent chacun 1 /2 sur le gateau, et la deuxiéme personne choisit

la partie qu'il pense étre d' au moins 1 /2 du géteau (au moins un de

les pieces doivent satisfaire a cette condition). Pour I'¢tape inductive,
supposons qu'il y ait k + 1 personnes. Par I'hypothése inductive,

nous pouvons supposer que les premiers & personnes ont divisé le gateau
entre eux afin que chaque personne soit satisfaite d'avoir obtenu

au moins une fraction 1 /k du gateau. Chacun d'eux coupe maintenant son
ou sa piéce en k +1 pieces de taille égale. La derniére personne obtient

pour choisir un morceau de chacune des premicres portions de k personnes.
Aprés cela, chacune des & premiéres personnes est convaincue que
elleaencore (1/k) (k/(k+1))=1/(k+ 1) du giteau. A

voir que la derniere personne est satisfaite, supposons qu'il pensait

que la i éme persopne (1 £ i< k) avait une partie p i du

gateau, ou i=1pi= 1. En choisissant ce qu'il pense étre le

la pluszggande piece de chaque personne, il e?’ gonvaincu qu'il a au moins
moins .y /k+1)=(1/(k+1)) i—ipi=1/(k+1)de

le gateau. 55. Nous utilisons la notation (i, j) pour désigner le carré

dans la ligne 7 et la colonne j et utilisez I'induction sur i + j pour montrer que
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sis quex € j=1Bj; parce que x € Ak +1, nous savons de

lefaitdonné(QueAk-lQBAwlquex%@ilALé-

avantx € p MBS p i Seitp ) soit

"AVVA2U - UAn) NB=(A1NBUA20B) U U (AN

B) . » Etape de base: P ('1 ) est trivialement vrai. Etape inductive: Supposons

que P (k) est vrai. Alors (A1 UA2U -~ UArUAk+1)NB=

[(A1UA20U -~ UAr)UAk+1]NB=[(A1UA2U ~UAr)N

BlUMAr-1NB)=[(A1NBUMA2NB)U-U(ArN

B)]U(AA+1ﬂB):(AlﬂB)U(AzﬂB)kO-'U(A/(ﬂ
n

B)U (Ax+1 N B) . 43. Soit P (n) « e m::mu

Etape de base: P (1) csLtJ tlgiylialcmcm vrai. @‘g[ge inducti\fe: Supposons que

PU(II) est vrai.)alors - '(ﬁ ) = , - Ay ué i: =
j=1d;j = j=14; A= j=14;.

45. Soit P (n) la déclaration selon laquelle un ensemble avec 7 éléments a

n (n-1)/2 sous-ensembles a deux éléments. P (2 ), le cas de base, est vrai,
parce qu'un ensemble avec deux éléments a un sous-ensemble avec deux
¢léments, a savoir lui-méme, et2 (2 - 1) /2 = 1. Maintenant,

supposons que P (k) est vrai. Soit S un ensemble avec k + 1 éléments.
Choisissez un élément a dans S et laissez 7= S - { a }. Un deux éléments

le sous-ensemble de S contient un ou n'en contient pas. Ces sous-ensembles non

contenant @ sont les sous-ensembles de 7 avec deux éléments; par le
hypothése inductiveilyenak (k-1) /2. llyak

sous-ensembles de S avec deux éléments qui contiennent un , car un tel
sous - ensemble contient un et I' un des & éléments en 7 . Par conséquent, il

chaque carré peut étre atteint par le chevalier. Etape de base: La

sont six cas de base, pour les cas ot i+ < 2. Le

chevalier est déjaa (0, 0 ) pour commencer, donc la séquence vide de

se déplace atteint ce carré. Pour atteindre (1, 0 ), le chevalier se déplace
(0,0)—(2,1)—(0,2)—(1,0).Deméme, pour atteindre (0, 1 ),
le chevalier se déplace (0,0) —(1,2)—(2,0)— (0, 1).Remarque
que le chevalier a atteint (2, 0 ) et (0, 2 ) dans le processus.

Pour la derniére étape de base, ily a (0, 0)—=(1,2)>(2,0)—
(0,1)—(2,2)—(0,3)—(1,1).Etape inductive: Supposons
I'hypothése inductive, que le chevalier peut atteindre n'importe quel carré

(i, j) pour laquelle i + j = k , ou k est un entier supérieur

que 1. Nous devons montrer comment le chevalier peut atteindre chaque carré
(i, j) lorsque i +j = k+ 1. Parce que £+ 1 > 3, au moins un

de i et/ estau moins 2. Sii> 2, alors par I'hypothése inductive

esis, il y a une séquence de mouvements se terminanten (i-2,;+1),
parcequei-2+j+1=i+j-1=k;Dela

ce n'est qu'une étape pour (i, j) ; de méme, sij > 2. 57. Base

étape: Les cas de base n =0 et n = 1 sont vrais car

la dérivée de x o est 0 et la dérivée dex 1 =xest .

Etape inductive: en utilisant la régle du produit, I'hypothése inductive

et I’étape de base montre que GXk=d de(XoXk)=

x“ﬁ{ryxk*»xkd ax=xhck-1+xk 1 =hkek+xe=(k+1)xk
59. Etape de base: Pour k=0, 1 =1 (mod m) . Etape inductive:
Supposons que a = b (mod m) eta k= b x (mod m) ; nous

doit montrer que a k +1 = b k +1 ( mod m) . Par Théoréme 5 de

sontk (k-1)/2+ k= (k+1)k/2sous - ensembles a deux éléments de . Cette Section4.1,a-a+=b- b (mod m), qui par définition

tion dit que @ k+1 = b k+1 (' mod m) . 61. Soit P (n) soit

TPr—p2)Np2—>p3) A= Npn1—pn)]—
[(p1 A Npn-1)—pn].” Etape de base: P (2 ) est vrai car

(p1—p2)— (p1 — p2) estune tautologie. Etape inductive:

Supposons que P (k) soit vrai. Pour afficher [ (p1 —p2) A -+ A (pk-1 —

pPk)N@Pr—pis1)]—=>[(P1 AN ANpk-1Apk)—pi+1]

est une tautologie, supposons que I'hypothése de cette conditionnelle
déclaration est vraie. Parce que I'hypothése et P (k) sont toutes deux
vrai, il s'ensuit que (p 1 A+ A pk-1) — p & est vrai. Etre-

car cela est vrai, et parce que p k — p k=1 est vrai (il fait partie

de I'hypothése), il s'ensuit par un syllogisme hypothétique que
(1A Npk-1)— pk+iestvrai. La déclaration la plus faible

(p1 N ANpk-1 Apk)— pk+iendécoule. 63. Nous

va d'abord prouver le résultat lorsque 7 est une puissance de 2, c'est-a-dire si

n=2k f=1,2,..SoitP (k) Iénonc¢ 4> G ,

ou A et G sont les moyennes arithmétiques et géométriques,
spectralement, d'un ensemble de n = 2 nombres réejs positify. Base
étape: k=1etn=21=2.Notezque ( ar-a2)220.
ata2+a2>0,clest-a-dire
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et supposons que I'on nous donne k + 1 ensembles qui satisfont la donnée

conditions. Par I'hypothése inductive, il doit y avoir un ensemble
A ipour certains i< ktels que 4i C A jpour 1 <j<k.

SiA i C Ak+1,alors nous avons terminé. Sinon, nous savons que
Ak+1 € Ai,etcelanous dit que A x+1 satisfait la condition

d'étre un sous-ensemble de 4 jpour 1 <j<k+1.69.G(1)=0,
G(2)=1,G(3)=3,G(4)=471.Pour montrer que 2 n - 4

les appels sont suffisants pour échanger tous les potins, sélectionnez les personnes 1,

2, 3 et 4 pour étre le comité central. Chaque personne a l'extérieur
le comité central appelle une personne au comité central

tee. A ce stade, les membres du comité central en tant que groupe
connaitre tous les scandales. Ils ¢changent ensuite des informations entre
eux-mémes en faisant les appels 1-2, 3-4, 1-3 et 2-4 dans ce
commande. A ce stade, chaque membre du comité central sait

tous les scandales. Enfin, encore une fois chaque personne en dehors de la centrale

comité nomme une personne au comité central, auquel
point tout le monde connait tous les scandales. [Le nombre total de
appels est (n-4 ) +4+ (n-4)=2n-4.] Que cela ne peut pas étre
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1 XPANSJOMMONITe£e ANSUEYapY inductive: Supposons que P (k) est fait avec moins de 2 n —4 appels est beaucoup plus difficile a prouver; voir
k JONROpiESe I ap inductive: Supp q ® Sandra M. Hedetniemi, Stephen T. Hedemiemlp et Arthur L.

Liestman, «Une enquéte sur les commérages et la radiodiffusion en
réseaux de communication », Networks 18 (1988), no. 4, 319-349,
pour plus de détails. 73. Nous le prouvons par induction mathématique.

vrai, avecn =2k . Nous montrerons que P (k +1 ) est vrai. Nous avons
2A+1:2n.Mamwnant(al+az+ tawn)/(2n)=[(ar1+a2t
tan)/n+(@ansrtans2t - +a2n)/n]/2 et similaire

(@raz-a2n)r/cam=[(ar=an)i/m(@ni=azn)imliz. A ] X
Le pas de base ( n = 2) est vrai tautologiquement. Pour n = 3,
simplifier la notation, et encore 4 (x, ,...) et G (x, y,...) désignent supposons que les intervalles soient (a, b) , (¢, d) et (e, /) , ou
moyenne arithmétique et moyenne géométrique de x, y, ..., respec-
activement. De méme, six<x,y<y,etc,alors 4 (x, y, ...) <
Ay .. )etG(xy ..)<G (xy, ..) . Par conséquent,
Aar,.,an)=A(A@,..,an) , A@ni,..,a2n))>
AG @, ....,an),Glan+1,..,a2n)>2G(G(a,..,an),
G(an+i,..,a2n))=G (a1, .., a2n).Cecitermine

sans perte de généralité, nous pouvons supposer quea<c<e.
Parce que (a, b) N (e, /) = @, nous devons avoir e <b ; pour un similaire

raison, e <d . Il s'ensuit que le nombre a mi-chemin entre e
et le plus petit de b et d est commun aux trois intervalles.
Maintenant, pour I'étape inductive, supposons que chaque fois que nous avons k&

. . K . intervalles qui ont des intersections non vides par paire puis il
la preuve de puissances de 2. Maintenant, si # n'est pas une puissance . R .
est un point commun a tous les intervalles, et supposons que nous sommes

de 2, soit m la puissance supérieure suivante de 2, et soit . P . . .
’ P P ; étant donné les intervalles /1, /2, ..., [ k+1 qui ont des paires non vides

an+l, .., amtous égaux 4 (a1, ..., an ) = a . Ensuite nous X . i
intersections. Pour chaque ide 1 a &, soitJi=1:N [k+1 .nous

ont[(@arazan)am-n]t/m<A(ai,..am),carmest affirmer que la collection J 1, J 2, ..., J  satisfait l'inductive
une puissance de 2. Parce que 4 (@ 1, ..., am ) = a , il s'ensuit Cest-a-dire que.J i1 N Ji> = @ pour chaque choix de sous-
que(@ai=an)i/mai-nim<dan/m . Elever les deux cotés de la scripts i 1 eti2 . Cela découle du cas n = 3 prouvé
(m /n) e puissance donne G (a1, ...,an)<A(ai,..an). . L . .

i ci-dessus, en utilisant les ensembles /i1, /i2 et  x+1 . Nous pouvons maintenant invoquer
65. Etape de base: pour n = 1, le c0t¢ gauche est juste 1  » lequel hypothése inductive pour conclure qu’il existe un certain nombre
est 1. Pour n = 2, il existe trois sous-ensembles non vides {1}, {2}, mon 4 tous les ensembles Ji pour i= 1,2, ..., k, qui forcent
et {1, 2}, donc le coté gauche est 1 VR1 o2+t 12= 2. Inductif est a l'intersection de tous les ensembles /ipouri=1,2, .., k+ 1.
étape: Supposons que I'énoncé est vrai pour & . L'ensemble du 75. Jumelez les gens. Demandez aux gens de se

les premiers & + 1 entiers positifs ont de nombreux sous-ensembles non vides, maigetites distances distinctes de leurs partenaires mais loin de

ils se répartissent en trois catégories: un sous-ensemble non vide du premier tous les autres. Ensuite, chaque personne jette une tarte sur son
k entiers positifs avec k£ + 1, un sous-ensemble non vide de partenaire, donc tout le monde est touché.
les k premiers entiers positifs, ou simplement { k£ + 1}. Par l'inductif

hypothése, la somme de la premicre catégorie est k. Pour la seconde 77
catégorie, nous pouvons factoriser 1 /(k+ 1 ) de chaque terme de la
somme et ce qui reste est juste & par I'hypothese inductive,

donc cette partie de la somme est k/(k+ 1) . Enfin, la troisieme catégorie
gory donne simplement 1 /(k+ 1 ) . Par conséquent, toute la somme
estk+k/(k+1)+1/(k+1)=k+1.67. Etape de base:

Sid1 C A2, alors A1 satisfait a la condition d'étre un sous-

ensemble de chaque ensemble dans la collection; sinon 42 C 4 1, donc 4 2
satisfait 4 la condition. Etape inductive: Supposons l'inductif 79. Soit P (i) la déclaration selon laquelle tous 1e¢ 3 2" 2" vérificateur-

hypothése, que I'énoncé conditionnel est vrai pour & ensembles, une planche avec un cube 1 x 1 x 1 retiré peut étre recouverte de tuiles

$-32 Réponses aux exercices impairs

qui sont 2 x 2 x 2 cubes chacun avec un cube 1 x 1 x 1 retiré. nous pouvons former n cents d'affranchissement en utilisant seulement 4 cents et 11 cents
L'étape de base, P (1), tient car une tuile coincide avec le timbres. Nous voulons prouver que P () est vrai pour tout n > 30.

solide a carreler. Supposons maintenant que P (k) soit vrai. Considérons maintenanPuonr I'é¢tape de base, 30 = 11 + 11 + 4 + 4. Supposons que
gk X 2k+1X 2k+1

cube avec un cube 1 x 1 x 1 retiré. Divisé nous pouvons former & cents d'affranchissement (I'hypothése inductive);
cet objet en huit morceaux en utilisant des plans paralléles a ses faces nous montrerons comment former &+ 1 cents d'affranchissement. Si le k
et traversant son centre. La pi¢ce manquante 1 x 1 x 1 cents incluaient un timbre de 11 cents, puis le remplacer par trois 4

se produit dans I'un de ces huit morceaux. Positionnez maintenant une tuile avec  timbres cent. Sinon, / cents a été formé a partir de seulement 4 cents
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son centre au centre du grand objet de sorte que le manquant
1x 1 x 1 cube se trouve dans I'octant dans lequel le grand objet est

manque un cube 1 x 1 x 1. Cela crée huit 2 KX 2kx 2k

cubes,
manquant chacun un cube 1 x 1 x 1. Par I'hypothése inductive

nous pouvons remplir chacun de ces huit objets de tuiles. Mettre ces

le carrelage ensemble produit le carrelage souhaité.

81.

83. Soit O (n) soit P (n+ b -1 ) . L'affirmation que P (n) est vrai
pourn=>b,b+1,b+2, .. estle méme que la déclaration que

Q (m) est vrai pour tous les entiers positifs m . On nous donne que P ()
est vrai [c'est-a-dire que Q (1) est vrai], etque P (k) — P (k+ 1)

pour tout k > b [c'est-a-dire que Q (m) — Q (m + 1 ) pour toutes les posi-
nombres entiers m ]. Par conséquent, par le principe de mathématique
induction, Q (m) est vrai pour tous les entiers positifs m .

Section 5.2

1. Etape de base: On nous dit que nous pouvons courir un mile, donc P ( 1 ) est

vrai. Etape inductive: Supposons I'hypothése inductive, que nous

timbres. Parce que k> 30, il doit y avoir au moins huit 4 cents

timbres impliqués. Remplacez huit timbres de 4 cents par trois timbres de 11 cents

timbres, et nous avons formé k + 1 cents d'affranchissement. ¢) P (n)

est le méme que dans la partie (b). Pour prouver que P (n) est vrai pour tous
n> 30, nous vérifions pour I'é¢tape de base que 30 =11+ 11 +4 + 4,
31=11+4+4+4+4+4,32=4+4+4+4+4+4+4+4,

et33 =11+ 11+ 11. Pour l'¢tape inductive, supposons que

hypothése ductive, que P (j) est vrai pour tout j avec 30 <<k,

ol k est un entier arbitraire supérieur ou égal a 33. Nous

veulent montrer que P (k+ 1) est vrai. Parce que & - 3 > 30, nous

sachez que P (k - 3 ) est vrai, c'est-a-dire que nous pouvons former & - 3
cents d'affranchissement. Mettez un autre timbre de 4 cents sur l'enveloppe,
et nous avons formé k+ 1 cents d'affranchissement. Dans cette preuve, notre
I'hypothése inductive était que P (j) était vrai pour toutes les valeurs de

Jj entre 30 et k inclus, plutdt que simplement que P (30 ) était

vrai. 7. Nous pouvons former tous les montants sauf 1 $ et 3 $. Soit P (n)

étre la déclaration que nous pouvons former » dollars en utilisant seulement 2 dollars

et des billets de 5 dollars. Nous voulons prouver que P (1) est vrai pour tous
n>5. (Il est clair que 1 $ et 3 $ ne peuvent pas étre formés et que

2 $ et4 $ peuvent étre formés.) Pour l'étape de base, notez que 5 =5

et 6 =2+ 2+ 2. Supposons I'hypotheése inductive, que P (j)

est vrai pour toutj avec 5 < j < k, ol k est un entier arbitraire

supérieur ou égal a 6. Nous voulons montrer que P (k+ 1) est

vrai. Parce que k—1 > 5, nous savons que P (k—1 ) est vrai, c'est-a-dire

que nous pouvons former 4 - 1 dollars. Ajoutez un autre billet de 2 dollars et
nous avons formé & +1 dollars. 9. Soit P (n) la déclasation

qu'il n'y a pas d'entier positif b teljue 2=n/b.Base

étape: P (1 ) est vrai car 2>121/b pour tous les positifs

peut parcourir n'importe quel nombre de miles de 1 a k. Nous devons montrer que &?ntiers b . Etape inductive: Supposons que P (j) soit vrai pour tous

nous pouvons courir k£ + 1 miles. Si k=1, alors on nous dit déja
que nous pouvons courir deux miles. Si &> 1, alors I'hy-

pothesis nous dit que nous pouvons courir 4 - 1 miles, donc nous pouvons courir

(k-1)+2=k+ 1 miles. 3. a) P (8 ) est vrai, car nous

peut former 8 cents de frais de port avec un timbre de 3 cents et un

Timbre de 5 cents. P (9 ) est vrai, car nous pouvons former 9 cents de
affranchissement avec trois timbres de 3 cents. P (10 ) est vrai, car nous
peut former 10 cents d'affranchissement avec deux timbres de 5 cents. b) Le

J <k, ol k est un entier positif arbitraire; nous prouvong que

P (k+1 ) est vrai par contradiction. Suppose que 2=(k+1)/b

pour un entier positif 5. Alors 2b2=(k+1)2,donc (k+1)2

est pair, et donc k + 1 est pair. Ecrivez donc k+ 1 =2 ¢ pour

un entier positif 7, d'ou2 b2=4r2eth2=21¢2. Par

le méme raisonnement que prdeédemment, b est pair, donc b = 2 s pour certains
2=(k+1)/b=(20/(2s)=1t/s.

Mais ¢ < k, donc cela contredit I'nypothése inductive, et

entier positif s . alors

déclaration qu'en utilisant seulement des timbres de 3 et 5 cents, nous pouvons formeitre preuve de I'étape inductive est terminée. 11. Etape de base:

J cents d'affranchissement pour toutj avec 8 <j < k, oll nous supposons

que k> 10 ¢) En supposant I'hypothese inductive, nous pouvons

1l existe quatre cas de base. Sin=1=4"0+ 1, alors clairement
le deuxiéme joueur gagne. S'il y a deux, trois ou quatre correspondances

forme k+ 1 cents d'affranchissement en utilisant seulement des timbres de 3 et 5 cehw=4-0+2,n=4-0+ 3, oun =4 1), le premier joueur peut

d) Parce que k> 10, nous savons que P (k—2 ) est vrai, c'est-a-dire que

gagner en supprimant tous les matchs sauf un. Etape inductive: Supposons

nous pouvons former & —2 cents d'affranchissement. Mettez un autre timbre de 3 cdfttypothese inductive forte, que dans les jeux avec k ou moins

sur l'enveloppe, et nous avons formé & + 1 cents d'affranchissement.
€) Nous avons terminé a la fois I'¢tape de base et I'induction

étape, donc par le principe de forte induction, la déclaration est

vrai pour tout entier n supérieur ou égal a 8. 5. a) 4,

8, 11,12, 15, 16, 19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28 et toutes les valeurs
supérieur ou égal a 30 b) Soit P (n) la déclaration selon laquelle

matchs, le premier joueur peut gagner sik=0,2 ou 3 (mod 4 ) et

le deuxiéme joueur peut gagner si k=1 ('mod 4 ) . Supposons que nous ayons
un jeu avec k +1 matchs, avec k> 4. Sik+1=0(mod 4 ),

alors le premier joueur peut retirer trois matchs, laissant & - 2

correspond a l'autre joueur. Parce que k—2=1 (mod 4 ) , par

I'hypothése inductive, c'est un jeu que le deuxiéme joueur
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a ce stade (qui est le premier joueur de notre jeu) peut gagner. Sim-
illégalement, sik+ 1 =2 (mod 4 ), alors le premier joueur peut retirer

un match; etsik+1=3 (mod 4 ) , alors le premier joueur

peut supprimer deux correspondances. Enfin, sik+ 1 =1 (mod 4 ) , alors
le premier joueur doit quitter &, k- 1 ou & - 2 matchs pour le

autre joueur. Parce que k=0 (mod4),k-1=3 (mod4),
etk-2=2(mod4 ), par I'hypothése inductive, c'est

un jeu que le premier joueur a ce moment-1a (qui est le deuxiéme

joueur dans notre jeu) peut gagner. 13. Soit P (1) la déclaration

que exactement - 1 mouvements sont nécessaires pour assembler un puzzle
avec n piéces. Maintenant, P ("1 ) est trivialement vrai. Supposons que P (j)
est vrai pour toutj < k , et considérons un casse-téte avec k + 1 piéces.

Le coup final doit étre la jonction de deux blocs, de taille j

etk+ 1-; pourun entier javec 1 <j<k.Parle

hypothése inductive, il a fallu j - 1 coups pour construire le

unbloc, etk+ 1 -j- 1= k- jse déplace pour construire le

autre. Par conséquent, 1+ (j —1 ) + (k - j) = k mouvements sont nécessaires
en tout, donc P (k+ 1) est vrai. 15. Laissez la carte Chomp avoir n

lignes et n colonnes. Nous prétendons que le premier joueur peut gagner le
jeu en faisant le premier pas pour ne laisser que la rangée du haut et
colonne la plus a gauche. Soit P (n) la déclaration que si un joueur

a présenté a son adversaire une configuration Chomp

composé de seulement n cookies dans la rangée du haut et n cookies dans le
colonne la plus a gauche, alors il peut gagner le match. Nous prouverons

Y nP (n) par forte induction. Nous savons que P (1) est vrai, car

parce que l'adversaire est obligé de prendre le cookie empoisonné a

son premier tour. Fixons &> 1 et supposons que P (j) est vrai pour tous

Jj < k. Nous affirmons que P (k+ 1) est vrai. C’est le

tourner pour bouger. Si elle prend le cookie empoisonné, alors le jeu

est terminée et elle perd. Sinon, supposons qu'elle prenne le cookie

dans la ligne supérieure de la colonne j , ou le cookie dans la colonne de gauche

ligne /, pour certains j avec 2 <j < k+ 1. Le premier joueur maintenant
choisit le cookie dans la colonne de gauche de la ligne j , ou le cookie dans
la ligne supérieure de la colonne / , respectivement. Cela laisse la position
couvert par P (j -1 ) pour son adversaire, donc par I'hy-

pothesis, il peut gagner. 17. Soit P (n) la déclaration que si un

un polygone simple & n cotés est triangulé, puis au moins deux

des triangles de la triangulation ont deux c6tés qui bordent

I'extérieur du polygone. Nous prouverons Vn>4 P (n) . le

est clairement vrai pour n = 4, car il n'y en a qu'un

diagonale, laissant deux triangles avec la propriété souhaitée. Réparer
k>4 et supposons que P (j) est vrai pour toutj avec 4 <j < k.

Considérons un polygone avec k + 1 cotés et une triangulation

de celui-ci. Choisissez I'une des diagonales de cette triangulation. Premier soutien

pose que cette diagonale divise le polygone en un triangle

et un polygone avec k cotés. Ensuite, le triangle a deux cotés
qui bordent I'extérieur. En outre, le k£ -gon a, par le

hypothése inductive, deux triangles qui ont deux cotés qui
bordent I'extérieur de ce k -gon, et un seul de ces trian-

gles peut ne pas étre un triangle qui a deux cotés qui bordent la
extérieur du polygone d'origine. Le seul autre cas est que

cette diagonale divise le polygone en deux polygones avec j
cOtés et k + 3 - j cOtés pour certains javec 4 <j< k- 1.

Par I'hypothése inductive, chacun de ces deux polygones a
deux triangles qui ont deux cotés qui bordent leur extérieur, et
dans chaque cas, un seul de ces triangles peut ne pas étre un trian-
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gle qui a deux cotés qui bordent l'extérieur de l'original

polygone. 19. Soit P (n) la déclaration selon laquelle I'aire d'un
polygone simple avec n cotés et sommets tous aux points du réseau
estdonné par / (P) + B (P) /2 - 1. Nous prouverons P (1) pour tous
n> 3. On commence par un lemme d'additivité: si P est un simple
polygone avec tous les sommets aux points du réseau, divisé en

gons P 1 et P2 par une diagonale, puis / (P) + B(P) /2-1=
[I(P1)+B(®P1)/2-1]1+[1(P2)+B(P2)/2-1]. Prouver

cela, supposons qu'il y ait & points de réseau sur la diagonale, pas
compter ses points de terminaison. Alors / (P)=1(P1)+1(P2)+ ket
B(P)=B(P1)+B(P2)-2k-2;etlerésultat suit

par algébre simple. Ce que cela dit en particulier, c'est que si Pick's
formule donne la zone correcte pour P 1 et P2, alors elle doit donner

la bonne formule pour P, dont l'aire est la somme des aires

pour P 1 et P2 ; et de méme si la formule de Pick donne la bonne

zone pour P et 'un des P i, alors il doit donner la bonne

formule pour l'autre P i . Ensuite, nous prouvons le théoreme de rectification
angles dont les cotés sont parall¢les aux axes de coordonnées. Tel que
rectangle a nécessairement des sommets en (@, b) , (a, ¢) , (d, b) et

(d, c),oua,b,cetdsontdes entiers avec b <ceta <d .

Son aireest (¢-b) (d-a) . Deplus, B=2(c-b+d-a)et
I=(c-b-1)(d-a-1)=(c-b)(d-a)-(c-b)-(d-a)+1.

Par conséquent, /+ B/2-1=(c-b) (d-a)-(c-b)-(d-
a)+1+(c-b+d-a)-1=(c-b)(d-a),quiest

la zone souhaitée. Considérons ensuite un triangle rectangle dont les jambes sont
paralléle aux axes de coordonnées. Ce triangle est un demi-rectangle

du type que nous venons de considérer, pour lequel la formule de Pick tient, donc

par le lemme d'additivité, il en va de méme pour le triangle. (Le

les valeurs de B et / sont les mémes pour chacun des deux triangles,

donc si la formule de Picks a donné une réponse qui était soit trop petite

ou trop grand, cela donnerait une mauvaise

swer pour le rectangle.) Pour I'é¢tape suivante, considérez un arbitraire
triangle avec des sommets aux points du réseau qui n'est pas du type al-

prét a réfléchir. Intégrez-le dans un rectangle aussi petit que possible.

1l existe plusieurs fagons possibles de le faire, mais dans

cas (et en ajoutant un bord supplémentaire dans un cas), le rectangle

aura été partitionné dans le triangle donné et deux ou

trois triangles rectangles dont les cotés sont paralleles aux axes de coordonnées.
Encore une fois par le lemme d'additivité, nous sommes garantis que Pick
formule donne la zone correcte pour le triangle donné. Cette com-

compléte la preuve de P (3 ) , étape de base de notre forte induction

preuve. Pour I'étape inductive, étant donné un polygone arbitraire, utilisez
Lemme 1 dans le texte pour le diviser en deux polygones. Puis par

le lemme d'additivité ci-dessus et I'hnypothése inductive, nous

sachez que la formule de Pick donne la zone correcte pour ce poly-

gon. 21. a) Dans la figure de gauche, p abp est le plus petit, mais bp n'est pas
une diagonale intérieure. b) Dans la figure de droite, bd n'est pas un intérieur
diagonale. ¢) Dans la figure de droite, bd n'est pas une diagonale intérieure.
23. a) Lorsque nous essayons de prouver I'étape inductive et de trouver un tri-
angle dans chaque sous-polygone avec au moins deux cotés bordant la
extérieur, il peut arriver dans chaque cas que le triangle que nous sommes
garantie en fait borde la diagonale (qui fait partie de la

limite de ce polygone). Cela nous laisse sans triangles

garanti de toucher la limite du polygone d' origine .

b) Nous avons démontré I'énoncé le plus fort V n > 4 T (n) dans l'exercice
17. 25. a) L'étape inductive permet ici de conclure que
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P(3),P(5), .. sonttous vrais, mais nous ne pouvons rien conclure
P(2),P(4), ...b) P (n) estvrai pour tous les entiers positifs 7 , us-

une forte induction. ¢) L'étape inductive ici nous permet de

conclureque P(2),P(4),P(8),P(16),... sont tous vrais, mais nous
ne peut rien conclure sur P (1) lorsque n n'est pas une puissance de 2.

d) 11 s'agit d'une induction mathématique; nous pouvons conclure que P (n)
est vrai pour tous les entiers positifs # . 27. Supposons, pour une preuve
par contradiction, qu'il existe un entier positif n tel que

P (n) n'est pas vrai. Soit m le plus petit entier positif supérieur

que n pour lequel P (m) est vrai; nous savons qu'un tel m existe

parce que P (m) est vrai pour une infinité de valeurs de m . Mais nous
sachez que P (m) — P (m -1 ), donc P (m -1 ) est également vrai. Donc,
m - 1 ne peut pas étre supérieur an , doncm - 1 =n et P (n) esten

fait vrai. Cette contradiction montre que P (n) est vrai pour tout 7 .

29. L'erreur est de passer du cas de base n = 0 au suivant

cas, n = 1; nous ne pouvons pas écrire 1 comme la somme de deux plus petits
nombres naturels. 31. Supposons que la proposition bien ordonnée

la propriété tient. Supposons que P ("1 ) soit vrai et que le conditionnel
[P(1)NP(2)N - ANP(n)]— P(n+l)estvrai pour

chaque entier positif # . Soit S I'ensemble des entiers positifs

n pour lequel P (n) est faux. Nous montrerons S = @. Suppose que

S = @. Ensuite, par la propriété bien ordonnée, il y a au moins

nombre entier /2 en S . On sait que m ne peut pas étre 1 car P (1 ) est

vrai. Parce que n = m est le plus petit entier tel que P (n) est faux,
P(1),P(2),...,P(m-1)sontvrais,etm - 1> 1. Parce que

[P(1)NP(2)N- ANP(m-1)]— P (m)estvrai, il s'ensuit

que P (m) doit également étre vrai, ce qui est une contradiction. Par conséquent,
S§=@.33. Dans chaque cas, fournir une preuve par contradiction fondée
sur un «plus petit contre-exempley, c'est-a-dire des valeurs de 7 et & telles
que P (n, k) n'est pas vrai et n et k sont les plus petits dans un certain sens.
a) Choisissez un contre-exemple avec n + k aussi petit que possible.

On ne peut pas avoir n =1 et k=1, car on nous donne

que P (1, 1) estvrai. Par conséquent, soit n> 1 ou k> 1. Dans le

ancien cas, par notre choix de contre-exemple, nous savons que

P (n—1, k) est vrai. Mais le pas inductif force alors P (n, k)

pour étre vrai, une contradiction. Ce dernier cas est similaire. Donc notre
supposer qu'il y a un contre-exemple qui peut se tromper,

et P (n, k) est vrai dans tous les cas. b) Choisissez un contre-exemple
avec n aussi petit que possible. Nous ne pouvons pas avoir n = 1, car

on nous donne que P (1, k) est vrai pour tout k. Par conséquent, n> 1.
Par notre choix de contre-exemple, nous savons que P (n - 1, k)

est vrai. Mais le pas inductif force alors P (n, k) a étre vrai,

une contradiction. ¢) Choisissez un contre-exemple avec k aussi petit

que possible. Nous ne pouvons pas avoir k= 1, car on nous donne que

P (n, 1) estvrai pour tout n . Par conséquent, k> 1. Par notre choix de
contre-exemple, nous savons que P (n, k- 1 ) est vrai. Mais le

le pas inductif force alors P (n, k) a étre vrai, une contradiction.

35. Soit P (n) la déclaration que six1, x2, ..., x » sont n dis-

nombres réels tincts, puis # - 1 multiplications sont utilisées pour trouver
le produit de ces nombres, peu importe la fagon dont les parenthéses sont
inséré dans le produit. Nous prouverons que P (n) est vrai en utilisant
forte induction. Le cas de base P (1 ) est vrai car 1-1 =0

des multiplications sont nécessaires pour trouver le produit de x 1, un produit
avec un seul facteur. Supposons que P (k) soit vrai pour 1 <k<n.

La derniére multiplication utilisée pour trouver le produit du n + 1

nombres réels distincts x 1, x2, ..., X n, X »+1 est une multiplication

du produit du premier & de ces nombres pour certains k et

le produit des derniers n + 1 - k d'entre eux. Par l'inductif

hypothése, & - 1 multiplications sont utilisées pour trouver le produit

de k des nombres, peu importe la fagon dont les parenthéses ont été insérées
dans le produit de ces nombres, et les multiplications 7 - k sont

utilisé pour trouver le produit de l'autre n + 1 - k d'entre eux, non

peu importe comment les parenthéses ont été insérées dans le produit de ces

Nombres. Parce qu'une multiplication supplémentaire est nécessaire pour trouver

le produit de tous les nombres 7 + 1, le nombre total de

plications utilisées est égala (k- 1) + (n - k) + 1 =n . Par conséquent,
P (n+1)estvrai. 37. Supposons que a =dg +r=dq+r
avec0<r<det0<r<d.Alorsd(q-g)=r-r.

1l s'ensuit que d divise r - . Parce que - d <r - r <d ,

nous avons 7 - » = 0. Par conséquent, » = . Il s'ensuit que ¢ = ¢ .

39. 11 s'agit d'un paradoxe provoqué par l'auto-référence. La réponse est
clairement «nony. 11y a un nombre fini de mots anglais, donc
seulement un nombre fini de chaines de 15 mots ou moins; La-

par conséquent, seul un nombre fini d’entiers positifs peut étre
scribed, pas tous. 41. Supposons que le bon ordre

la propriété était fausse. Soit S un ensemble non négatif de non négatif
des entiers qui n'ont pas le moindre élément. Soit P (n) la déclaration

"JI€Spouri=0,1,..,n."P(0)estvraicarsi0 € Salors
S aun moindre élément, a savoir 0. Supposons maintenant que P (n) soit

vrai. Ainsi, 0 € S, 1 €S, ..., n € S. Clairement, n +1 ne peut pas étre
en S, car s'il I'¢tait, ce serait son moindre élément. Ainsi P (n +1 )

est vrai. Donc, par le principe de l'induction mathématique, n € S
pour tous les entiers non négatifs n . Ainsi, S = @, une contradiction.
43. Une forte induction implique le principe de I’information mathématique
duction, car si on a montré que P (k) — P (k+ 1) est vrai,

alors on a aussimontré que [P (1) A -~ AP (k)] — P (k+1)est
vrai. Par l'exercice 41, le principe de l'induction mathématique
implique la propriété de bon ordre. Par conséquent, en supposant
forte induction comme axiome, nous pouvons prouver le bon ordre
propriété.

Section 5.3

Layf(1)=3,1(2)=5,f(3)=7,f(4)=9b)f(1)=3,
S(2)=9.1(3)=27.1(4)=810f(1)=2,/(2)=4,
S(3)=16,1(4)=65,536d)/(1)=3,f(2)=13,f(3)=
183,1(4)=33,6733.2)/(2)=-1./(3)=5,/(4)=2,
J(5)=1Tb)f(2)=-4.f(3)=32./(4)=-4096,1(5)=
536,870,912¢)f(2)=8,/(3)=176,f(4)=92, 672,
f(5)=25,764,174,848d)f(2)=-1 L f(3)=—4,
S(4)=1 f(5)=-325.a) Non valide b) f (n) =

1 -n.Pasdebase: f(0)=1=1-0.Pas inductif: si
S =1-k,puisf(k+1)=f(k)-1=1-k-1=
(k+1).¢)f(n)=4-nsin>0,etf(0)=2.Base
pas:f(0)=2etf(1)=3=4-1.Pas inductif (avec
k>1):f(k+1)=f(k)-1=(4-k)-1=4-(k+1).

d)f(n) =21 @+1)2). Etape de base: f(0)=1=21(0+1)/2|
etf(1)=2=21¢1+1)s21. Pas inductif (avec k> 1):
Sh+1)=2f(k—=1)=2-21k/20=21k/20+1=2 L ((k+1)+1)/2] .
e)f(n)=3n . Ezape de base: triviale. Etape inductive: Pour les impairs
n,fm)=3f(m-1)=3-3,-1=3x
n>1,f(n)=9f(m-2)=9-3,2=34

; et méme
.7.La
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sont de nombreuses bonnes réponses possibles. Nous fournirons relativement ¢leS2€83€S4€S,etsix€S,alorsx+5€S.

simples. a)an+1=an+6pourn>letar=6 27.2)(0,1),(1,1),(2,1);(0,2),(1,2),(2,2),(3,2),(4,2);
b)ans1=an+2pourn>letar=3c¢)an+1=10an (0,3),(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3);(0,4),(1,4),
pourn>letar=10d)an+1=anpourn>1et (2,4),(3,4),(4,4),(5,4),(6,4),(7,4),(8,4)b)SoitP(n)
a1=59.F(0)=0,F(n)=F(n-1)+npourn=1 étre l'affirmation que a < 2 b chaque fois que (a, b) € S est obtenu
1L.Pw(0)=0,Pm(n+1)=Pm(n)+ml3.SoitP (n) par n applications de I'étape récursive. Etape de base: P (0 ) est vrai,

étre « 1+ f3+ -+ f20-1=f22». Etape de base: P (1 ) est car le seul élément de S obtenu sans application

vrai parce que /1= 1 = f2 . Etape inductive: Supposons que de I'étape récursive est (0, 0 ) , eten effet 0 <2 - 0. Inductif

P (k) estvrai. Alors f1+ 3+ + fak-1+ 2k - étape: Supposons que a < 2 b chaque fois que (a, b) € S est obtenu
Skt 260 = Skt f2a1) . 15, Etape de base: par k ou moins d'applications de I'étape récursive, et considérer

fofr+f1f2=0-1+1-1=12=f2 un élément obtenu avec k + 1 applications du récursif

étape: Supposons que fof 1+ f1f2+ =+ fak-1f2k=12 2. Inductf 2k étape. Parce que l'application finale de I'étape récursive a

Alors fof1 e S fat faufaen + un élément (a, b) doit étre appliqué a un élément obtenu
Srreif2k2 = = avec moins d'applications de I'étape récursive, on sait que
fak(f2k+f26+1) + f2k +21_’7';kf+22k£/(271_ z&ﬁléﬁ*%kﬁzlfz k+2= a<2b.Ajouter 0 <2, 1<2et2 <2, respectivement, pour obtenir
(f2k+[f2k+1) f2hk+2=f2 J+a - 17. Le nombre de divisions a<2(b+1),a+1<2(b+1)eta+2<2(b+1),comme
utilisé par l'algorithme euclidien pour trouver pged (f»+1, fn ) est 0 pour voulu. ¢) Cela vaut pour I'étape de base, car 0 < 0. Si cela

n=0, 1 pourn =1, etn—1 pour n > 2. Pour prouver ce résultat pour vaut pour (a, b) , puis il vaut aussi pour les ¢léments obtenus

n > 2 nous utilisons I'induction mathématique. Pour n = 2, une division de (a, b) dans létape récursive, car en ajoutant 0 < 2, 1 <2,

montre que ged (f3, f2)=ged (2, 1)=ged (1, 0)= 1. Maintenant et2 <2, respectivement,aa <2 bhdonnea <2 (b+1),

supposons que k - 1 divisions sont utilisées pour trouver pged (% +1, fx ) . at1<2(b+1)eta+2<2(b+1).29.a)Définir

Pour trouver pged (f«+2, fk+1) , divisez d'abord f +2 par f +1 pour ob- Spar(1,1) €S, etsi(a b) €S, alors(@+2,b) €S,

tain /¥ 2 =1-fk+1+fk. Aprés une division, nous (a,b+2)€S,et(a+1,b+1)€S.Tous les cléments mis

avoir pged (fk+2, fx+1) = pged (fx+1, fx ) . Par I'induc- dans S remplit la condition, car (1, 1 ) a une somme paire de

hypothése positive, il s'ensuit que exactement & - 1 di- coordonnées, et si (a, b) a une somme paire de coordonnées, alors

des visions sont nécessaires. Cela montre que £ divisions sont il en va de méme pour (@ +2, b) , (a, b+2 ) et (a+1, b +1 ) . Inversement, nous
requis pour trouver ged (fk +2, fk+1) , terminant la preuve inductive. montrer par induction sur la somme des coordonnées que si a + b

19.|4|=-1. Par conséquent, | A n|=(—1)n . I s'ensuit que est pair, alors (a, b) € S. Silasomme est 2, alors (@, b)=(1,1),
Surifu-r-f2 w=(=1)n - 21. a) Preuve par induction. Ba- et la vente de pas de base (@, b) dans S'. Sinon, la somme est

étape sis: Pourn=1,max (-a1)=-a1=-min(a1) . au moins 4 et au moins l'unde (@-2,b),(a, b-2),et

Pour n =2, il y a deux cas. Si un 2 >un 1, puis (a-1,b-1)doiventavoir des coordonnées entiéres positives dont
-a1z-a2,doncmax (-a1,-a2)=-a1=-minfai, az). somme est un nombre pair plus petit que a + b , et doit donc

Siun: <ai,puis-ai . <-ar, doncmax (-a1,-a2)= dans S . Ensuite, une application de I'étape récursive montre que

-un2 =-min (a1, a2). Etape inductive: Supposons vrai pour (a, b) € S.b) DéfinissezSpar(1,1),(1,2)et(2,1)sontenS,
kaveckz2. Alorsmax (-a1,-a2, ... -ak,-ak:1)= etsi(a b) €S, alors (a+2, b)et(a, b+2)sontdans S. A

max (max (-ai,..-ak),-ak+)=max (—min(ai,..ak), prouver que notre définition fonctionne, nous notons d'abord que (1,1),(1,2),
S@ke)=-min(min (@i, ., ak),akn)=-min@i, .. et(2, 1) ont tous une coordonnée impaire, et si (a, b) a une impair

ak+1) . b) Preuve par induction mathématique. Etape de base: Pour
n =1, le résultat est l'identitt a 1 + b1 =a 1+ b 1. Pour

coordonner, puis faire (@ + 2, b) et (a, b+ 2 ) . Inversement,
nous montrons par induction sur la somme des coordonnées que si

n =2, considérons d'abord le cas dans lequela 1 +b1>a2+b2. (a, b) comporte au moins une coordonnée impair, alors (a, b) € S. Si
Alors max (a1+b1,a2+b2)=a1+b1.Notez également (a,b)=(1,1)ou(a b)=(1,2)ou(a b)=(2,1),puis

quiat smax(ai,az)ethi <max (b1, b2), done la vente de pas de base (a, b) dans S . Sinon, a ou b est

artbi smax (@1, a2)+max (b, b2). Donc, au moins 3, donc au moins l'unde (a -2, b) et (a, b -2 ) doit

max (@1+bi,a2+b2)=ar+bi1<max(ai,a2)+max (b1,b2). avoir des coordonnées enticres positives dont la somme est inférieure a
Lecas avecun 1+ b 1 <a 2+ b2 est similaire. Dans- a+ b, etdoit donc étre en S . Ensuite, une application de

étape ductive: Supposons que le résultat soit vrai pour & . alors les spectacles étape récursive qui (@, b)) € S.¢)(1,6) € Set

max (@1+bi,a2+ba, .., ak+bk,aks1+bi1)= (2,3) €S8, etsi(a b) €S, alors (a+2,b) €Set

max (max (@1 +bi,a2+b2, ..ak+bi),akn+ (a, b+ 6) € S. Pour prouver que notre définition fonctionne, nous notons
bi+1) Smax (max (@i, az, ., ak)+max (b, bz, ...br), dabord que (1, 6) et (2, 3 ) satisfont a la condition, et si (a, b)

akst o tbiren) = max (max (a1, a2, .., ak), satisfait a la condition, il en va de méme pour (@ +2, b) et (a, b+6) .
ak+1)+max (max (b1, b2, ... bk) bi+) = Inversement, nous montrons par récurrence sur la somme des coordonnées
max (@i, az,..,ak,ak+1)+max (bi, b2, .., bk, bik+1). nates que si (a, b) satisfait a la condition, alors (@, b) € S.

¢) Identique a la partie (b), mais remplacer chaque occurrence de «max» par Pour les sommes 5 et 7, les seuls points sont (1, 6 ), qui constituent la base
«Min» et inverser chaque inégalité. 23. 5 € Setx+y € § étape miseen S, (2, 3 ), que I'étape de base mise en S, et
six,y€S.25.2)0€ S, etsix €S, alorsx+2€S (4,3)=(2+2,3),quiesten S par une application de la

etx-2€S5.b)2 € S, ctsix€S,alorsx+3ES. définition récursive. Pour une somme supérieure a 7, soit @ > 3, soit
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a<2eth>9,auquel cas soit (a-2, b) ou (a, b-6)

doit avoir des coordonnées entiéres positives dont la somme est plus petite
que un + b et satisfaire a la condition d'étre dans S . alors

une application des spectacles étape récursive qui (a, b) € S'.

31. Sixest un ensemble ou une variable représentant un ensemble, alors x est un

formule bien formée. Si x et y sont des formules bien formées,
ilen estdemémedex, (x Uy, (x Ny et(x-y) .33.a)Si
Y€D=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, puism (x)=x;si
s=ix, 00l €D« etx € D, alors m (s) = min (m (s), x) .

b) Soitz=wx,ouw €D = etx €D .Siw=41, alors

m (st) =m (sx) =min (m (s), x) = min (m (s), m (x)) par

I'étape récursive et I'étape de base de la définition de m .

Sinon, m (st) = m ((sw) x) = min (m (sw), x) par le

définition de m . Maintenant m (sw) = min (m (s), m (w)) par le
hypothése inductive de l'induction structurale, donc m (s¢) =

min (min (m (s), m (w)), x) =min (m (s), min (m (w), x)) par

la signification de min. Mais min (m (w), x) = m (wx) = m (1)

par I'¢tape récursive de la définition de m . Ainsi, m (st) =

min (m (s), m (1)) . 35. A r=Aet (ux) R=xu r pourx €,
u€ * nHEWW T 39, Lorsque le
la chaine se compose de 7 0 suivis de n 1 pour certains non négatifs
entier n 41. Soit P (i) « [ (wi)=1i-1(w)». P (0) estvrai
car/(wo)=0=0-/(w).Supposons que P (i) soit vrai. alors
ITwis1)=Il(wwi)=Il(w)+1(wi)=1(w)+il(w)=
(i+1)-1(w).43. Etape de base: pour I"arbre binaire complet,

37 wo=letw

composé uniquement d'une racine, le résultat est vrai car n (7) = 1
eth(T)=0,et1>2-0+ 1. Pas inductif: As-

supposons quen (T1)>2h(T1)+ letn(T2)>2h(T2)+ 1.

Par les définitions récursives de n (T) et h (T) , nous avons
n(T)=1+n(T1)+n(T2)eth(T)=1+max (h(T1) h(T2)).
Doncn(T)=1+n(T1)+n(T2)>1+2h(T1)+
1+2h(T2)+121+2 -max (h(T1), h(T2))+2=

1+2(max (h(T1), h(T2))+1)=1+2h(T). 45. Base
étape: un 0,0 = 0= 0+ 0. Pas inductif: Supposons que

amn  =m+ nchaque fois que (m, n) est inférieur a (m, n)

dans T'ordre lexicographique de N x N . Sin = 0 alors
amn=am-1,n+1l=m-1+n+1=m+n.Sin>0,
alorsamn=amn-1+1=m+n-1+1=m+n.

47.a) Pm,m = P m car un nombre supérieur a m ne peut pas étre

utilisé dans une partition de m . b) Parce qu'il n'y a qu'une seule fagon de
partition 1, a savoir, 1 = 1, il s'ensuit que P 1, = 1. Parce que

il n'y a qu'une seule fagon de partitionner m en 1, P m, 1 = 1. Lorsque
n>m, il s'ensuit que P m, = P m, m car un nombre dépasse-

ing m ne peut pas étre utilisé. P m, m = 1 + P m m-1 car un supplémentaire
partition, a savoir, m = m , apparait lorsque m est autorisé¢ dans la partie
tition. P m,n =P m n—-1+ P m-nnsim> n car une partition de

m en nombres entiers ne dépassant pas » non plus n'utilise pas de n s et
par conséquent, est compté dans P m, »-1 ou bien utilise un » et une partition de
m - n , etdonc, est compté dans Pm-nn.¢) Ps=7,Pes=11

49. Soit P (n) soit « A (n, 2 ) = 4.» Ltape de base: P (1) est vrai
parcequed (1,2)=A4(0,4(1,1))=A4(0,2)=2-2=4.

Etape inductive: Supposons que P (n) est vrai, c'est-a-dire 4 (n, 2 ) = 4.
AlorsA(m+1,2)=Am Am+1,1))=4A®m2)=4.

51.a) 16 b) 65 536 53. Utiliser un argument a double induction

pour prouver I'énoncé le plus fort: 4 (m, k)> A (m, 1) lorsque

k> 1. Etape de base: lorsque m = 0, I'énoncé est vrai car

k> limplique que A (0, k) =2k>21=A4(0, 1) . Inductif

étape: Supposons que 4 (m, x)> A (m, y) pour tout non négatif
les entiers x et y avec x> y . Nous montrerons que cela implique
qued(m+1,k)>Am+1,)sik>1. k'“tapes de base: quand
I=0ethk>0,A(m+1,l)=0etsoitA(m+1,k =2
oud(m+1,k)=A(mAm+1,k-1)).Sim=0,
clest2A(1,k-1)=2« . Sim> 0, c'est supérieur a 0

par I'hypothése inductive. Dans tous les cas, 4 (m + 1, k)> 0,
eten fait, 4 (m+ 1, k) >2.Sil=1etk> 1, alors
Am+1,)=2etAm+1,k)=A(mAm+1,k-1)),

avec A (m+ 1, k-1)> 2. Par conséquent, par 'hypothése inductive
esis, A (m, A(m+1,k-1))>A4(m2)>A4(m, 1)=2.

Etape inductive: Supposons que A (m + 1, 7)> A (m + 1, s) pour

tous 7>, s =0, 1, ..., /. Alors sik+1 > [+1, il s'ensuit que
Am+1,k+1)=A(m Am+1,k)>A(m Am+1, k)=

A@m+1,1+1).55 Ilressort de l'exercice 54 que

A )zAG-1,))z=2A4(0,)=2j=].

57. Soit P (n) « F (n) est bien défini». Alors P (0 ) est vrai
car F (0 ) est spécifié. Supposons que P (k) soit vrai pour tous

k <n . Alors F (n) est bien défini en n car F (n) est

donnéen termes de F(0), F(1),..., F(n-1).Donc P (n) est vrai
pour tous les entiers n . a) La valeur de ' ('] ) est ambigué.

b) F (2 ) n'est pas défini car F (0 ) n'est pas défini. ¢) F (3 )
est ambigu et /(4 ) n'est pas défini car F (4

P - 3) fait
pas de sens. d) La définition de ("1 ) est ambigué car

les deuxiéme et troisiéme clauses semblent s'appliquer. €) F (2 )

ne peut pas étre calculé car essayer de calculer (2 ) donne

F(2)=1+F(F(1)=1+F(2). 6Layl b2 o3
d)3e)41)4g) 5631«

[Loglogn T pourn=>2,f« o(n)=[n/al6s.fx 2(n) =

2(1)=0
Section 5.4

1. Premierement, nous utilisons I'étape récursive pour écrire 5! =5 - 4 1. nous
puis utilisez I'étape récursive a plusieurs reprises pour écrire 4! =4 -3 1,
31=3-21,2!=2-11et1!=1-0"! Insérer la valeur

de 0! = 1, et en remontant les étapes, nous voyons que
NW=1-1=12!=2-11=2-1=2,31=3-21=3-2=6,
41=4-31=4-6=24,et5!=5-41=5-24=120.

3. Avec cette entrée, l'algorithme utilise la clause else pour trouver
cepged (8,13 )=pged (13 mod 8, 8 ) =pged (5, 8) . Il utilise ceci
anouveau pour trouver que ged (5,8 ) =ged (8 mod 5,5) =

ged (3, 5), puis pour obtenir ged (3,5)=ged (5mod 3,3 )=

pged (2,3 ), puis pged (2,3 )=pged (3mod2,2)=pged(1,2),
et encore une fois pour obtenir ged (1,2 )=ged (2mod 1,1)=

pged (0, 1) . Enfin, pour trouver ged (0, 1 ), il utilise la premiére étape
avec a = 0 pour trouver que pged (0, 1) = 1. Par conséquent,
l'algorithme constate que ged (8, 13 ) = 1. 5. Tout d'abord,

parce que 7 = 11 est impair, nous utilisons la clause else pour voir

que mpower (3, 11,5 )= (mpower (3,5,5)2mod 5 -

3 mod 5 ) mod 5. Nous utilisons ensuite a nouveau la clause else pour voir
que mpower (3,5,5)= (mpower (3,2,5)2mod 53

mod 5 ) mod 5. Ensuite, nous utilisons la clause else if pour voir

que mpower (3,2,5)=mpower (3,1,5)2mod 5. Us-

Apres la clause else , nous avons mpower (3,1,5)=
(mpower (3,0,5)2mod 5 -3 mod 5 ) mod 5. Enfin, utilisez-
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En utilisant la clause if , nous voyons que mpower (3,0,5)=1. donne en sortie (a cause de la clause else ) sa sortie lorsque

En reculant, il s'ensuit que mpower (3,1,5) = l'entrée est k , plus 2 (k+ 1 - 1) + 1. Par l'inductif

(12mod 5 -3 mod5)mod5 =3, mpower (3,2,5)= hypothése, sa sortie & k est k2 , donc sa sortie & k+ 1 est

32mod 5=4, mpower (3,5,5)=(42mod 5 - ka+2(k+1-1)+1=k2+2k+1=(k+1)2,comme souhaité.
3 mod 5) mod 5 = 3, et enfin mpower (3,11,5)= 25. n multiplications contre 2 " 270 (log n) contre n
(32mod 5 -3 mod 5) mod 5= 2. Nous concluons que

29. procédure a ( 7 : entier non négatif)
31mod 5=2.

7. procédure mult ( n : entier positif, x : entier)

sin =0 alors retourne 1
sinon sin = 1 alors retourne 2

sin =1 alors retourne x sinon retournea (n-1)-a(n-2)

sinon retourne x + mult (n - 1 P

Xt mult (n- 1, %) . " 31. Itératif

9. procédure somme des cotes ( n : entier positif)
sin =1 alors retourne 1

sinon retourne la somme des cotes (n-1)+2n-1

33. procédure itérative ( n : entier non négatif)
sin=0alorsz:=1

sinonsin=1alorsz:=2

11. procédure la plus petite (a1, ..., a » : entiers)
. autre
sin=1, renvoyera | x:=1
sinon retour L
. yi=2
min (e plus petit (a1, ..., an-1), an) ..=3
13. procédure modfactorielle (n , m : entiers positifs) X .
. pouri:=1lan-2
sin =1 alors retourne 1

. wi=xty+z
sinon retour Y

xi=y
( n - modfactoriel (n - 1, m)) mod m yimz
15. procédure ged ( a, b : entiers non négatifs) i
{ a <b supposé tenir} ) .
sia= 0 alors retourne b renvoie z { z est le n éme terme de la séquence}
sinon si a = b - a alors retourne a 35. Nous donnons d'abord une procédure récursive, puis une procédure itérative
sinon si a <b - a alors retourne gcd (a, b - a) procedure.
sinon retourner ged (b - a, a) procédure 7 (7 : entier non négatif)
17. procédure multiplie ( x, y : entiers non négatifs) sin <3 alors retourne 2 n + 1
siy =0 alors retourne 0 sinon retourner » (n-1)-(r(n-2))2-(r(n-3))3

d' autre si y est méme alors

- procédure i (7 : entier non négatif)
retourner 2 - multiplier (x, y /2 )

) y 5 il 1)/2)+ sin=0alorsz:=1
sinon retourner 2 - multiplier (x, (y — X . .

. .p ,( 0 ), ) . sinonsin=1alorsz:=3
19. Nous utilisons une forte induction sur a . Etape de base: si a = 0, nous
sachez que ged (0, b) = b pour tout b> 0, et c'est précisément

ce que fait la clause if . Pas inductif: Fixer k> 0, supposons

I'hypothése inductive - que I'algorithme fonctionne correctement

pour toutes les valeurs de son premier argument inférieures a & - et considérez o X .

ce qui se passe avec l'entrée (k, b) , ot k <b . Parce que k> 0, pouri:=1an-2
la clause else est exécutée, et la réponse est quelle que soit la ;:': yz yrrEs
I'algorithme donncvcommc gorﬁc pour les entrées (b mod &, k) . Car yi=z

b mod k <k, la paire d'entrée est valide. Par notre hy- e

pothesis, cette sortie est en fait ged (b mod £, k) , ce qui équivaut a

pged (k, b) par le lemme 1 dans la section 4.3. 21. Sin = 1, alors o
nx = x, et l'algorithme renvoie correctement x . Suppose que La version itérative est plus efficace.

renvoie z { z est le n éme terme de la séquence}

l'algorithme calcule correctement kx . Pour calculer (k+ 1) x it 37. procé;:lure inverse (w : chaine de bits)
calcule récursivement le produitde k+ 1 - 1 = ketx, n ;= longueur (w)

puis ajoute x . Par I'hypothése inductive, il calcule que sin <1, alors retourner w
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produit correctement, donc la réponse retournée est kx +x= (k+1 ) x,
qui est correct.
23. procédure carré ( n : entier non négatif)
sin =0 alors retourne 0
sinon retour carré (n-1)+2m-1)+1
Soit P (n) la déclaration selon laquelle cet algorithme se com-
putes n 2. Parce que 0 2 = 0, l'algorithme fonctionne correctement
(en utilisant la clause if ) si I'entrée est 0. Supposons que l'algorithme

rithm fonctionne correctement pour l'entrée & . Alors pour l'entrée £ + 1, il
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algorithme implémente l'idée de I'exemple 14 dans la section 5.1.
Sin=1 (étape de base), placez le triomino droit de sorte que son
l'aisselle correspond au trou dans la planche 2 x 2. Sin> 1, alors
divisez la planche en quatre planches, chacune de taille 2 " X2
remarquez dans quel quart le trou se produit, placez un
omino au centre de la planche avec ses aisselles dans le quart
ou se trouve le carré manquant (voir la figure 7 a la section 5.1), et
invoquer l'algorithme récursivement quatre fois - une fois sur chacun des
les detix! X 2771 planches, dont chacune a un carré manquant
(soit parce qu'il manquait au départ, soit parce qu'il est
couvert par le triomino central).
43. procédure A (m, n : entiers non négatifs)

sim = 0 alors retourne 2 n

sinon si 7 = 0 alors retourne 0

sinon siz = 1 alors retourne 2

sinon retourner 4 (m -1, 4 (m,n-1))

45, bdafghzpok
bdafg hzpok
bda fe hzp D'accord
bd une  F g hz p o k
b ré h z
bd hz
abd fe hpz ko
abdfg hkopz

sinon retour
substr (w, n, n) reverse (substr (w, 1, n-1))
{ substr (w, a, b) est la sous-chaine de w composée de
les symboles dans les positions a th a b th}

39. La procédure donne correctement l'inversion de 2 comme 4 (base
étape), et parce que l'inversion d'une chaine se compose de sa derniere
suivi du renversement de son premier caractére 7 - 1
(voir I"exercice 35 a la section 5.3), I’algorithme se comporte

correctement lorsque n> 0 par I'hypothése inductive. 41. Le

Parce que y = 3 > 0, il affecte ensuite la valeurz +1=5+1=6
az.
5. (p A condition1) {S1}q

(p N — condition 1 N condition2) { S2} q

(p N — condition 1 N — condition 2
= N= condition (n-1) {Sn} q
~.p { sicondition 1 alors S1;
sinon si condition 2 alors S2 ;... ;sinon S» } ¢
7. Nous montrerons que p : “ power = X i1 eti<n+1"estun
boucle invariante. Notez que p est vrai au départ, car avant le
la boucle démarre, i = 1 et puissance =1 =x 0= x 1-1 . Ensuite, nous devons
montrer que si p est vrai et / < n aprés une exécution de la boucle,
alors p reste vrai apres une autre exécution. La boucle augmente
ments i de 1. Par conséquent, parce que i < n avant ce passage, i < n |

apreés cette passe. La boucle affecte égal la pui e+ x A la pui e .
I'hypothése inductive, nous voyons que la puissance est attribuée a la
valeurxi-1-x=xi .Parconséquent, p reste vrai. En outre, le

la boucle se termine aprés n traversées de la boucle aveci=n + 1

parce que la valeur 1 est attribuée a i avant d'entrer dans la boucle, est
incrémenté de 1 a chaque passage, et la boucle se termine lorsque

> n . Par conséquent, a la puissance de terminaison = x n . comme voulu.
9. Supposons que p soit « m et n sont des entiers». Ensuite, si la con-
dition n < 0 est vrai, a = - n = | n | aprés I' exécution de S'1 . Si la

la condition n < 0 est fausse, alors @ = n = | n | aprés I' exécution de S'1 .
Par conséquent, p { S1} gestvraiougestp A (a=|n|).Parce que S2
attribue la valeur 0 a ket x, il est clair que g { S2 } r est

vraiourestqg A (k=0) A (x=0). Supposons que r soit vrai.

Soit P (k) « x=mk et k< a ». On peut montrer que P (k) est un

boucle invariante pour la boucle en S3. P (0 ) est vrai car avant

la boucle est entrée x = 0 = m - 0 et 0 < a . Supposons maintenant P (k)
estvrai et k <a . Alors P (k+1 ) est vrai car x est assigné
lavaleurx+m=mk+m=m (k+ 1) . Laboucle se termine

lorsque k= a , et a ce point x = ma . Par conséquent, » { $3 } s est vrai
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47. Soit les deux listes 1,2, ..., m-1,m+n-1et
m,m+1,..,m+n-2,m+n,respectivement. 49. Si
n =1, alors l'algorithme ne fait rien, ce qui est correct
car une liste avec un ¢lément est déja triée. Suppose que
T'algorithme fonctionne correctement pour n=1an=/k. Si
n=k+1, la liste est ensuite divisée en deux listes, L 1 et L 2. Par le
hypothése inductive, mergesort trie correctement chacun de ces
sous-listes; en outre, fitsionner fusionne correctement deux listes triées
en un parce qu'a chaque comparaison, le plus petit élément
dans L 1 U L 2 non encore mis en L y estmis. 51. O (n) 53. 6

Ot BT A7l 614 5'dliuit SHPRASONS MAJRIERADL g 5 est

Dans ce cas, S 4 affecte - x = mn au produit . Sin> 0 alors

x=ma=mn , donc S 4 affecte mn au produit . Par conséquent, s { S4 } ¢
est vrai. 11. Supposons que l'assertion initiale p soit vraie. alors

parce que p { S} ¢ o estvrai, g o est vrai aprés que le segment S est exécuté
coupé. Parce que ¢ 0 — ¢ 1 est vrai, il s'ensuit également que ¢ 1 est vrai

apres ' exécution de S. Par conséquent, p { S} ¢ 1 est vrai. 13. Nous utiliserons

la proposition p , «ged (a, b) = ged (x, y) ety > 0», comme

boucle invariante. Notez que p est vrai avant que la boucle ne soit entrée,
cardcepointx=a,y=b, ety estun entier positif

ger, en utilisant I'assertion initiale. Supposons maintenant que p est vrai et

55.0 (n2) > 0; alors la boucle sera exécutée a nouveau. A l'intérieur de la boucle, x

et y sont remplacés respectivement par y et x mod y . Par Lemma
1 de la section 4.3, pged (x, ») = pged (v, x mod ) . Donc,
Section 5.5 aprés I'exécution de la boucle, la valeur de ged (x, y) est la méme
comme avant. De plus, comme y est le reste, il est
1. Supposons que x = 0. Le segment de programme affecte d'abord le au moins 0. Par conséquent, p reste vrai, c'est donc un invariant de boucle.

valeur 1 ay, puis attribue la valeur x + y=0+1=1a
z . 3. Supposons que y = 3. Le segment de programme affecte la

De plus, si la boucle se termine, alors y = 0. Dans ce cas,
nous avons ged (x, y) = x , l'assertion finale. Par conséquent, la

valeur 2 a x, puis attribue la valeurx + y=2+3=54az. programme, qui donne x comme sortie, a correctement calculé
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pged (a, b) . Enfin, nous pouvons prouver que la boucle doit se terminer, provoquer la dérivée de g (x) = xe x estx-extex=(x+1)ex

chaque itération fait diminuer la valeur de y d'au moins par la régle du produit. Etape inductive: Supposons que I'état-

moins 1. Par conséquent, la boucle peut étre itérée au plus b fois. est vrai pour 1 = k, c'est-a-dire que la dérivée k est donnée par
gmw=(xtkex 14 différenciation par la régle du produit donne
(k+1) dérivéest: gk +1)=(x+k)ex+tex=[x+(k+1)]ex R
Exercices supplémentaires comme voulu. 19. Nous utiliserons une forte induction pour montrer que /»
est pair si n = 0 (mod 3) et impair sinon. Etape de base: Cette

1. Soit P (n) I'énoncé de cette équation. Base

étape: P (1) ditdeux /3 =1-(1/trois 1), ce qui est vrai. Inductif

étape: Supposons que P (k) soit vrai. Puis 2/3+2/9+2/27 +

suit parce que fo = 0 est pair et /1 = 1 est impair. /nductif
étape: Supposons que sij < k, alors f; est pair sij = 0 (mod 3)
et est étrange autrement. Supposons maintenant £ + 1 = 0 (mod 3). alors

ig+2/trois=1-1/3 nt 2 /trofs! i :

+2/trois ' . (par I'inductif Sk+1=fk+ fk-1 est pair car fk et fx-1 sont tous deux impairs.
hypothése), ce qui est égala 1-1/3 , comme voulu. 3. Soit Sik+1=1 - A

> : i . . e i =1 (mod 3), alors [k +1 = fx + fk -1 est impair car

P(m)soited - 1+2-24~+n-24-1=(-1)2 ' [k estpair et {1 est impair. Enfin, si k+1 =2 (mod 3), alors
Etape de base: P (1) estvraicar 1 -1=1=(1-1)21+1. Sk+1=fk+ fk-1 estimpair car /% est impair et /-1 est pair.
Etape inductive: Supposons que P (k) soit vrai. Alors 1+ 1+2-2+ : 0 5 _
etk 2hrt (k1) 2= (k-1)2 i1+ (k+1)2 k= 21. Soit P (n) I'énoncé que [k fn + fk+1fn+1= fu+k+1

e . pour chaque entier non négatif k . Etape de base: elle consiste en
2k-2k+1=[(k+1)-1]2%+1+1.5.Soit P (n) soit

"1/(1-4)+~+1/[(3n-2)(3n+1)]=n/(3n+1)."
Etapede base: P (1)estvraicar1/(1-4)=1/4. Inductif

étape: Supposons que P (k) est vrai. Puis 1 /(14 )+ +1/[(3 k-
2)(3k+1))+1/[(3k+1)(3k+4)]1=k/(3k+1)+1/[(3k+
1)(3k+4)1=[k(3k+4)+11/[(3k+1)(3k+4)]=
[(3k+1)(k+1)]/[(3k+1)(3k+4)]=(k+1)/(3k+4).
n>n3n Etapedebase:P(lO)cstvrai car

montrant que P (0 ) et P (1 ) tiennent tous les deux. P (0 ) est vrai car
Srfo+ferif1=fk+1-0+fk+1-1=f1.Car
Srfi+ferif2=fr+fr-1=fr+2, il s'ensuit que P (1)

est vrai. Etape inductive: Supposons maintenant que P (j) est vrai. Alors,
par I'hypothése inductive et la définition récursive de la

Nombres de Fibonacci, il s'ensuit que [k +1fj+1 + fx+2fj+2 =

Sl 4 fi) + fea (it fier) = (Frfi+ fenfi) +

7. Soit P (n) so’it « (Frfi+ frrifijr1)=fi-1k+1+ fi+k+1=fj+k+2 . Cette
1024 > 1000. Etape inductive: Supposons que P (k) soit vrai. alors
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(k+1)3=k3+3fk2+3k+1<k3s+9k2<ks+ks=
2k3<2-2 KAk . 9. Soit P (n) soit « a - b est un facteur

d'unn-bn .» Etape de base: P (1) est trivialement vrai. Supposons que P (k) 12

estvrai. Alors a k+1-bk+1=ak+1-abk+abk-bk+1=
a(ak-bk)+bk(a-b).Ensuite parce que a - b est un facteur de

ak-bk etq-bestun facteura- b, il s'ensuit que a - b

estun facteurde ak+1-bi+1 .11 Etape de base: lorsque n = 1,
61t T2n-1=236+ 7= 43. Etape inductive: Supposons que

n+1+ T2n-1
montrer que 43 divise 6 . Nous en avoh Z€7Z'M
6‘6n+|+49'7277*1:6'6!1*’1‘*’6'72" 1+43-T2n-1=

6(6,+|+72nfl)+43'7'.’/1fl

hypothése inductive, que 43 divise 6
n+2+ T2n+1

. Par I'hypothése inductive

le premier terme est divisible par 43 et le second terme est clairement
divisible par 43; donc la somme est divisible par 43. 13. Soit
P(n)soit«a+ (a+d)+-+(a+nd)=mn+1)(2a+nd)/2.»
Etape de base: P (1) estvraicara+ (a+d)=2a+d=

2 (2 a+d) /2. Etape inductive: Supposons que P (k) soit vrai. alors
at(at+d)+t+(@a+tkd+[a+(k+1)d]=
(k+1)(2a+kd)/2+a+(k+1)d=1

KA+ 2at2kd+2d) = 2(2ak+2a+k2d+

| 2(2ak+4a+tkd+3kd+2d)=
)21@ i [%a&'éez (iluJé {(na @ d 1 01/5 lf mefﬁepgezr%uch\?gl %ﬁsﬁp‘gé%ﬂé) lﬁ{le

E’:quqtion est vraie pour 7 5k, et considérons n =k + 1. Aklors
i+4 +5

k( A‘141+|)(1+2)* s i=1 m+|mflzh;+ : (“-Ud(kﬂ)(kﬂ):
; 1 ar 'hypothése inductive
21y k2)+ 1) k+2) ie+3) (P yp )
= 1 + ks 1
(k+1) (k+2)* (k(3k+7)2 k+3)= 201) (k42) (k43)

[k(3k+7)(k+3)+2(k+5)]=

(3k3+16k2+23k+10)= !
20k+1) (k+2) k+3) (3 k+10) (k+

2(k+1) (k+2) (k+3) "

1)2= ! , comme

20k+2) (k+3)° (3 k+10) qf‘*’l)* (k+1) Y QR (1) +2)
voulu. 17. Etape de base: L'énoncé est vrai pour n = 1 entre
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nous avons besoin d'au moins une ligne pour couvrir le pointen (0, 0 ) . Induit
étape tive: Supposons I'hypothése inductive, qu'au moins k + 1

des lignes sont nécessaires pour couvrir les points du réseau avec x> 0, y > 0,
etx+ y < k. Considérons le triangle de points de réseau défini
parx>0,y>0etx+y<k+l1. A titre de contradiction,

supposons que & + 1 lignes pourraient couvrir cet ensemble. Alors ces lignes
doit couvrir les & + 2 points sur la lignex +y=k+ 1.

Mais seule la ligne x + y =k + 1 elle-méme peut couvrir plus de

T'un de ces points, parce que deux lignes distinctes se croisent a au moins

plus un point. Par conséquent, aucune des k + 1 lignes qui sont

nécessaire (par I'hypothése inductive) pour couvrir 'ensemble du réseau

les points dans le triangle mais pas sur cette ligne peuvent couvrir plus

que I'un des points de cette ligne, ce qui laisse au moins un

; nous devons

23, ;
fontre que P+ 1) estvai, 23. S D (1 13 dCHign e p 1)

les deux tiennent parce que éz D l42=loli+2et

otla 1=22+12=1-3+2=[113+2. Inductif . i
étape: Supposons que P (k) soit vrai. Ensuite, par I'hypothése inductive

esis /2 lo okt kni=lelkni+2+ 12 k1=
lA+|(ZOA+fA+1)+f lA+1lA+z+2.Celamomreque

P (k+ 1) tient. 25. Soit P (n) la déclaration selon laquelle le

l'identité est valable pour l'entier . Etape de base: P (1 ) est évi-
incroyablement vrai. Etape inductive: Supposons que P (k) soit vrai. alors
cos ((k+1)x)+isin ((k+1)x)=cos (kx +x) +isin (kx +x) =

€0s kx cos x - sin kx sin x + i (‘sin kx cos x + cos kx sin x) =

cos x (cos kx + i sin kx) (cos x + isinx) = (cos x +

isinx) k (‘cos x +isinx) = (cos x+isinx) i+l 1l asuivi
bas que P (k+ 1) est vrai. 27. Réécrire le coté droit

P— 1§n272 n+3)—6.Pour n=1,nous avons 2 = 4 - 2—6. Comme-

Suppospns, que l‘equano:zeg vraie pour 71 = k , et considérons n = k +1.
,+(/c+1)22 kr1=2k+1 (k2-

alors j=1j22 ~ j=1j22 e
2k+3)-6+(k2+2k+1)2 (par I'hypo-
these) = 2 k+1(2k2+4)-6=2k+2(k2+2)-6=

gk [ (k+1)2-2 (k+1)+3]-6.29.Soit P () le
déclaration que cette équation est vraie. Etape de base: dans P (2 ) les deux

cotés ridulsent a1/3. étape indugyive: Supposons que P yk) est vrai.

alors 1 /(j2-1)= /G- 1) +1/[ (k+

1)2-1]=(k-1)(3k+2)/[4kk+1)]+1/[(k+1)2-1]
par I'hypothese inductive. Cela se simplifieen (k- 1) (3 k+
2)/[4k(+1)]+1/(k242k)=(3ks+5k2)/[4k(k+1) (k+
2)71={[ (k+1)-11[3 (k+1)+2]} /[4 (k+1) (k+2) ], qui est
exactement ce que P (k +1 ) affirme. 31. Soit P (n) l'assertion

la région triangulaire donnée. Etape de base: P (0 ) est vrai, car

cas, les régions de chaque c6té étaient la méme région et

maintenant la partie intérieure est différente de I'extérieur, sinon

la limite n'impliquait pas le nouveau cercle, auquel cas

les régions sont colorées différemment parce qu'elles ont été colorées
différemment avant la restauration du nouveau cercle. 41. Sin =1
alors I'¢quation lit 1 - 1 =1-2/2, ce qui est vrai. Présumer
fs_l‘]équation est viaie,pour 7 gt cons'gé‘?’rez-la pour n + (A Joss 1 )

F T g gk
[2m+1)-1]1 - Z,,’Zl(zi_l) ) . K
T W @ie oy T e

kepok Tl = L, Teey g

2n2+n(m+l)2+(4n+2)

qu'au moins 7 +1 lignes sont nécessaires pour couvrir les points du réseau dans
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33. Soit P (n) est B ¥ M . Etape de base: une partie de la donnée
conditions. Etape inductive: Supposons I'hypothése inductive.
puis B +*1=BB = TR MAM T A M (par

- . k1= MAA kg1=
l'hyp?thlese inductive) = MATA M M

n .

MA M”35 Nous prouvons par induction mathématique que
énoncé plus fort suivant: Pour tout 7 > 3, nous pouvons écrire
n ! comme la somme de 7 de ses diviseurs positifs distincts, dont l'un

est 1. Autrement dit, nous pouvons écrire n ! =a 1+ a2+~ + an, ou chacun

(par I'hypothese inductive) = 2m+1) =

2D ENmI =) ey 43, Soit T (n) Iétat-
2(n+1) 2

ment que la séquence des tours de 2 est finalement constante

modulo 7 . Nous utilisons une forte induction pour prouver que 7' () est vrai
pour tous les entiers positifs n . Etape de base: lorsque n =1 (et n = 2),

la séquence de tours de 2 modulo 7 est la séquence de tous les 0.

Etape inductive: Supposons que k est un entier avec k> 2. Sup-

pose que 7' (j) est vrai pour 1 <j< k- 1. Dans la preuve de la

étape inductive, nous désignons le » ¢ terme de la séquence mod-

aiestun diviseur de !, les diviseurs sont listés en ordre strictement décroissant ulo n par a » . Supposons d'abord que k soit pair. Soit k=2 s g ou s > 1

ordre, etun » = 1. Etape de base: 3! =3 + 2 + 1. Pas inductif:

et ¢ <k est impair. Lorsque j est assez grand, a j-2 > s , et pour

Supposons que nous pouvons écrire k£ | comme une somme de la forme souhaitée, thikpne j =2 242 est multiple de 2 ' 1l s"ensuit que pendant

k!=a1+a2+ - +ak,ouchacun aiestun diviseur den !,

les diviseurs sont listés par ordre strictement décroissant, eta » = 1.
Considérez (k+ 1) !. Alors nous avons (k+ 1) !=(k+ 1) k!=
(k+1) (@i +a2+~+ar)=(k+1)ar+k+1)az+ -+
(k+1)ak=(k+1)ar1+(k+1)ar+-~+k-ar+ak.Etre-

assez grand j , ;= 0 (mod 2 s) . Par conséquent, pour assez grand i , 2

divise @ i+1 - a i . Par 'hypothése inductive 7 (g) est vrai, donc
laséquencea 1, a2, as, ... est finalement modulo ¢ constante .
Cela implique que pour un i assez grand , ¢ divise a i+1 - a i . Etre-

provogquer ged (qyxé =1 et pour i suffisamment grand a la fois ¢ et

parce que chacun « i était un diviseur de k!, chacun (k+1 ) a i est un diviseur de k 2" diviseraivi-ai k=25 q divise a i+1 - a i pendant suffisamment

(k+1) 1. Deplus, k- ak=k,quiestun diviseur de (k+1) !,

grand 7 . Donc, pour i suffisamment grand , ¢ i+1-ai=0 (mod k) .

eta k= 1, donc la nouvelle derni¢re sommation est a nouveau 1. (Remarquez aussi Cela signifie que la séquence est finalement modulo & constante .

que notre liste de sommations est toujours en ordre strictement décroissant.)
Ainsi, nous avons écrit (k+1 ) ! sous la forme souhaitée. 37. Quand
n =1, I'énoncé est vide. Supposons que I'état-

est vrai pour n = k , et considérons k + 1 personnes debout

en ligne, avec une femme en premier et un homme en dernier. Si la k éme personne® '

est une femme, alors nous avons cette femme debout devant le

I'homme a la fin. Si la & éme personne est un homme, alors la premiére k personne D'ott @ i+1 =2 a:

ple en ligne satisfont les conditions de I'hypothése inductive

Enfin, supposons que & soit impair. Alors pged (2, k) = 1, donc par Euler
théoréme (trouvé dans les livres de théorie des nombres élémentaires, tels que
[Ro10]), nous savons que2 **= 1 (mod k) . Soitr= ¢ (k) . Etre-
provoquer <k , par I'hypothése inductive 7' () , la séquence

a2, as, .. estfinalement modulo r constant , disons égala c .

Donc pour i assez grand , pour un entier ti,a i=tir+c.
=2tir+e=(2 r)ti2e=2¢(modk) .

Cela montre que @ 1, a 2, ... est finalement modulo & constant .

pour les premiers & personnes en ligne, nous pouvons donc a nouveau conclure qués. a) 92 b) 91 ) 91d)91 )91 1)9147. Le

il y a une femme directement devant un homme quelque part dans le
ligne. 39. Etape de base: lorsque n = 1, il y a un cercle et

nous pouvons colorer le bleu intérieur et le rouge extérieur pour satisfaire
conditions. Etape inductive: Supposons I'hypothése inductive

que s'il y a k cercles, alors les régions peuvent étre bicolores

de telle sorte qu'aucune région avec une frontiére commune n'a la méme
couleur, et considérez une situation avec k +1 cercles. Supprimer un
des cercles, produisant une image avec k cercles, et invoquez
TI'hypothése inductive pour le colorer de la maniére prescrite.

Remplacez ensuite le cercle retiré et changez la couleur de

chaque région a l'intérieur de ce cercle. Le chiffre obtenu satisfait
condition, parce que si deux régions ont une frontiére commune,

alors soit cette limite impliquait le nouveau cercle, dans lequel

propriétés divisent le planen k2-k+2+2 k= (k2+
2k+1)-(k+1)+2=(k\t1)2-(k+1)+2r1e N

le pas de base est incorrect car n = 1 pour la somme indiquée.

49. Soit P (n) «le plan est divisé en n2- n +2 régions par

n cercles si tous les deux de ces cercles ont deux points communs
mais aucun n'a un point commun. » Etape de base: P (1) est vrai
car un cercle divise le plan en 2 = 12 —1 + 2 régions.

Etape inductive: Supposons que P (k) est vrai, c'est-a-dire k cercles
avec les propriétés spécifiées diviser le planen k2 - k+ 2

Régions. Supposons qu'un (k+ 1 ) premier cercle soit ajouté. Ce cir-
cle coupe chacun des k autres cercles en deux points, donc

ces points d'intersection forment 2 & nouveaux arcs, dont chacun
divise une ancienne région. Par conséquent, il y a 2 k régions divisées, ce qui
montre qu’il y a 2 000 régions de plus qu’il y en avait

vieusement. Par conséquent, k + 1 cercles satisfaisant la propo-
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sia 1= 0 alors retourne 1
sinon retourne 0
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S={n 2|n € N } N N est un ensemble non vide d'entiers positifs,
parce que b 2 = un appartient 2 S . Soit 7 le moindre élément de§ ,

qui existe par la propri¢té bien ordonnée/ Alors 1=+ 2 pour
un certain nombre entier s . Nous\avons 1 2s % s ( 2-1),doncit-s
est un entier positif car
Ceci est une contradiction car /-5 = s 2— s <s . Par conséquedt,
est irrationnel. 53. a) Soitd =pged (@1, a2, .., an) . Alors d est

un diviseur de chaque « i et doit donc étre un diviseur de pged (@ n-1, an) .
Par conséquent, d est un diviseur communde a1, a2, ..., an-2, et

pged (@ n-1, an) . Pour montrer que c'est le plus grand diviseur commun
de ces nombres, supposons que ¢ en soit un diviseur commun.

Alors ¢ estun diviseur de un ipouri=1,2, ..., n - 2 etun diviseur

2 > 1. Par donséquent, 7 - s appartignta S .

autre ;
sidn=0, alors retourne zéro (a1, a2, .., an-1) +1

sinon retournelezéro (a1, a2, .., an-1)
71. Nous prouverons que a (1) est un nombre naturel eta (n) <n .
Cela est vrai pour le cas de base n =0 car a (0 ) = 0. Maintenant
supposons que a (n -1 ) est un nombre naturel eta (n -1 ) <n -1.
Alors a (a (n—1)) est a appliqué a un nombre naturel inférieur ou
égal an - 1. Par conséquent, @ (a (n - 1)) est également un nombre naturel
moins que ou égal a n - 1. Par conséquent, n-a (a (n-1)) estn
moins un nombre naturel inférieur ou égal a n —1, qui est
un nombre naturel inférieur ou égal a n . 73. De l'exercice
72,am)=| (m+1)pletam—1)=| nu). Parcequep <1,

ces deux valeurs sont égales ou different de 1. Supposons d'abord que
pn—| pn | < 1= . Cela équivautapu (n+1) < 1+ | un |.

deged (@n-1, unn) , de sorte qu'il est un diviseur de un »-1 et un » . Par conséquen$icela est vrai, alors | « (n+ 1) | =| un |. D'autre part,

estun diviseur commundea 1, a2, ..., an-1, etun » . Par conséquent, il est
un diviseur de d , le plus grand commun diviseurdea 1, a2, ..., an.

1l s'ensuit que d est le plus grand diviseur commun, comme revendiqué.

b) Si n = 2, appliquez l'algorithme euclidien. Sinon,

appliquer l'algorithme euclidien a un »-1 et un  , obtenant d =

ged (@n-1, an) , puis appliquer I'algorithme récursivement a un 1,

a2, ..,an2,d.55 f(n)=n2.Soit P (n)soit« f(n)=n2».

Etape de base: P (1) estvraicar f(1)=1= 12, qui suit

de la définition de /. Etape inductive: Supposons que f(n) =n2 .

Alors f(n+1)=f(n+1)-1)+2(n+1)-1=f(n)+
2ntl=n24+2n+1=m+1)2.57.a)1,0,1,00,

01, 11, 000, 001, 011, 111, 0000, 0001, 0011, 0111, 1111,

00000, 00001, 00011, 00111, 01111, 11111 b) S= { off |

est une chaine de m Os et § est une chaine de n 1s, m >0, n > 0}

59. Appliquer la premiere étape récursive a X pour obtenir () € B . Appliquer
la deuxiéme étape récursive a cette chaine pour obtenir () () € B . Ap-

épaisseur de la premiére étape récursive a cette chaine pour obtenir (() ()) € B .

Par l'exercice 62, (())) n'est pas en B car le nombre de
parenthéses n'est pas égal au nombre de parenthéses droites.

61.40.(0). 0 () 63.a)0b)-2¢)2d) 0

65.

génération de procédure ( n : entier non négatif)

si n est impair alors
S§:=S8(n-1) {leS construit par generate (n-1) }
T:=T(n-1) {le T construit par generate (n-1) }

sinon si 7 = 0 alors

S:=2
T:={4
autre

S§:=8(n-2) {le S construit par generate (n-2) }
T:=T(n-2) {le T construit par generate (n-2) }
T:=TU {(x)|x€TUS A longueur (x) =n -2}
S:=SU{xy|x€TAy€TUS A longueur (xy) =n }
{ T'U Sest I'ensemble des chaines de longueur équilibrées au plus 7 }
67. Six <y initialement, alors x : = y n'est pas exécuté, donc x <y
est une véritable affirmation finale. Si x> y initialement, alors x : = y est
exécuté, donc x < y est a nouveau une véritable assertion finale.
69. procédure zerocount (a1, az, ..., a » : liste d'entiers)
sin =1 alors

sign -l pn ) >1-p alorsp(n+1)>1+ un|,

donc| u(n+1)]=]un]+1, comme souhaité. 75. f(0) =1,
m(0)=0:/(1)=1Lm(1)=0./(2)=2.m(2)=1;
S(3)=2,m(3)=2,f(4)=3,m(4)=2,/(5)=3,
m(5)=3f(6)=4m(6)=4f(7)=5m(7)=4
f(8)=5m(8)=5,f(9)=6,m(9)=677.Ledernier
occurrence de n est dans la position pour laquelle le nombre total de

1s, 2s, ..., n s tous ensemble est ce numéro de position. Mgs,,parcc que
a k est le nombre d'occurrences de £, c'est juste

k=1ak,as
voulu. Parce que /(1) est la somme des # premiers termes de la
séquence, f (f (n)) est la somme des premiers f (1) termes du
séquence. Mais parce que f'(n) est le dernier terme dont la valeur estn ,
cela signifie que la somme est la somme de tous les termes de la séquence
dont la valeur est au plus n . Parce qu'il y a uny termes de

séquence dont la valeur est k , cette somme est ;| k- 44, comme souhaité

CHAPITRE 6

Section 6.1
1. a) 5850 b) 343 3.a)4 10 b)510  5.427.263
9.676 11.2% 13.n+ 1 (en comptant la chaine vide)

15. 475 255 (en comptant la chaine vide) 17. 1 321 368 961

19.2)729  b)256 ¢ 1024 d) 64 21. a) Sept: 56,

63,70, 77, 84, 91, 98 b) Cing: 55, 66, 77, 88, 99

¢) Un: 77 23. a) 128 b) 450 ¢) 9 d) 675 ) 450
) 450 g) 225 h) 75 25. a) 990 b) 500 ¢) 27 27. 3 50

29.52 457600 31.20 077 200 33. a) 37 822 859 361

b) 8 204 716 800 ¢) 40 159 050, 880 d) 12 113 640 000

) 171 004 205 215 £) 72 043 541 640 ) 6230721 635
h) 223 149 655 35. a) 0 b) 120 ¢) 720 d) 2520 37. a) 2
sin=1,2sin=2,0sin>3b)2 " pour n> 1; 1 si
n=1¢2(m-1)39.(n+1)m 41. Sinestpair,2 "%
sinestimpain,2 "7 43.2) 175 b) 248 ¢) 232 d) 84

45.60 47. 2) 240 b)480 ¢ 36049.35251. 147
53.3355.2)9,920, 671,339,261, 325, 541,376~ 9.9

10 b)6, 641,514,961, 387,068,437,760 =  6.6%

1021 ¢)environ 314, 000 années 57. 54 (64 65536 - 1 ) /63
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59.7 104 000 000 000 61. 16 10 + 16 26 +
63. 666, 667 65. 18 67. 17 69. 22 71. Soit P (m) soit
la régle de somme pour m taches. Pour le cas de base, prendre m = 2. Ce

16 s8

sieges, alors au moins 13 gar¢ons occuperaient le nombre pair
sieges, et vice versa. Sans perte de généralité, supposons que
au moins 13 gargons occupent les 25 siéges impairs. Puis a

n'est que la régle de somme pour deux taches. Supposons maintenant que P (m) soitu moins deux de ces gargons doivent étre en nombre impair consécutif

vrai. Considérons m + 1 taches, 71, T2, ..., Tm, T m+1, qui peuvent

étre fait respectivementen n 1, n2, ..., nm, nm+1 de telle sorte que

aucune de ces tdches ne peut étre effectuée en méme temps. Pour en faire un
de ces taches, nous pouvons soit faire I'un des premiers m de ceux-ci ou
faire la tache 7'm+1 .
fagons de le faire est la somme du nombre de fagons de faire I'un des

Selon la régle de somme pour deux taches, le nombre de

les m premicéres tiches, plus 7 m+1 . Par I'hypothése inductive, cette
estni+n2+-+nm+nm+,commesouhaité. 73.n (n-3)/2

Section 6.2

1. Comme il y a six classes, mais seulement cinq jours de semaine, le

le principe du pigeonnier montre qu'au moins deux classes doivent étre
tenue le méme jour. 3. a) 3 b) 14 5. Parce qu'ily a

quatre restes possibles lorsqu'un entier est divisé par 4,

le principe du pigeonhole implique que, étant donné cinq entiers, a

au moins deux ont le méme reste. 7. Soita, a + 1, ...,

a+n-1sontles entiers de la séquence. Les entiers

(@+i)modn, i=0,1,2, .., n-1,sontdistincts, car

0 <(a+j) - (a+ k) <n chaque fois que 0 < k <j < n —1. Etre-

car il y a n valeurs possibles pour (a + i) mod n et il

sont 7 entiers différents dans I'ensemble, chacune de ces valeurs est prise
exactement une fois. Il s'ensuit qu'il y a exactement un entier dans

la séquence divisible par n . 9. 4951 11. Le milicu

point du segment joignant les points (a, b, ¢) et (d, e, f)
est((a+d)/2,(b+e) /2, (c+f)/2).1lades coefficients entiers

si et seulement si @ et d ont la méme parité, b et e ont la

méme parité, et ¢ et font la méme parité. Parce que 1a

sont huit triplets de parité possibles [tels que ( pair , impair , pair )],

par le principe du pigeonnier au moins deux des neuf points ont

le méme triple de parités. Le milieu du segment jointure-

deux de ces points ont des coefficients entiers. 13. a) Groupe

les huit premiers entiers positifs en quatre sous-ensembles de deux entiers
gers chacun pour que les entiers de chaque sous-ensemble totalisent 9: {1, 8},
{2, 7}, {3, 6} et {4, 5}. Si cing entiers sont sélectionnés dans le

huit premiers entiers positifs, selon le principe du pigeonhole au moins
deux d'entre eux proviennent du méme sous-ensemble. Deux de ces entiers

sieges, et la personne assise entre eux aura des gargons comme
ses deux voisins.
25. procédure longue (a1, ..., a » : entiers positifs)
{trouver d'abord la sous-séquence qui augmente le plus longtemps }
max :=0;set:=00..00 {nbits}
pouri:=1a2 !
dernier : = 0; nombre : =0, OK : = vrai
pourj:=1lan
siset (j) = 1 alors
sia ;> last then last:=a
count : = count + 1
sinon OK : = faux
si count> max alors
max : = count
meilleur : = définir
set : = set + 1 (addition binaire)
{ max est la longueur et indique le mieux la séquence}
{répéter pour une sous-séquence décroissante avec seulement
les changements étant un j <dernier au lieu d' un j > dernier
et dernier : = oo au lieu de dernier : = 0}
27. Par symétrie, il suffit de prouver la premiére affirmation. Laisser
A étre I'une des personnes. Soit 4 a au moins quatre amis, soit A
a au moins six ennemis parmi les neuf autres personnes (parce que
3+ 5 <9). Supposons, dans le premier cas, que B, C, D et E
sont tous les amis de A. Si deux d'entre eux sont amis avec chacun
autre, alors nous avons trouvé trois amis communs. Autrement
{ B, C, D, E } estun ensemble de quatre ennemis mutuels. Dans la seconde
cas, soit { B, C, D, E, F, G } un ensemble d'ennemis de 4 . Par
Exemple 11, parmi B, C, D , E, Fet G, il y asoit
trois amis communs ou trois ennemis communs, qui forment, avec
A , un ensemble de quatre ennemis mutuels. 29. Nous devons montrer deux
choses: que si nous avons un groupe de 7 personnes, alors parmi elles
nous devons trouver soit une paire d'amis ou un sous-ensemble de n d'entre eux
qui sont tous des ennemis mutuels; et qu'il existe un groupe
de n - 1 personnes pour lesquelles ce n'est pas possible. Pour le premier
déclaration, s'il y a une paire d'amis, alors la condition est
satisfait, et sinon, chaque paire de personnes est ennemie, donc
la deuxiéme condition est remplie. Pour la deuxiéme déclaration, si

avoir une somme de 9, comme vous le souhaitez. b) Non. Prenez {1, 2, 3, 4}, pomous avons un groupe de n - 1 personnes qui sont toutes des ennemis de

ple. 15.4 17.21 251 19. a) S'il y avait moins de 9

les uns des autres, alors il n'y a ni paire d'amis ni sous-ensemble

¢tudiants de premicre année, moins de 9 étudiants de deuxiéme année et moins de 9demidtsntre eux qui sont tous des ennemis mutuels. 31. La

dans la classe, il n'y aurait pas plus de 8 avec chacun de ces
classement en trois classes, pour un total de 24 étudiants au maximum,
traduisant le fait qu'il y a 25 étudiants dans la classe. b) Si

sont 6 432 816 possibilités pour les trois initiales et un anniversaire.
Donc, selon le principe du pigeonnier généralisé, il y a au moins
[37, 000, 000/6, 432, 816] = 6 personnes qui partagent le méme

il y avait moins de 3 étudiants de premiere année, moins de 19 étudiants de deuxiénigitinhedeet anniversaire. 33. Parce que 800, 001 > 200, 000, la

et moins de 5 juniors, il y aurait alors au plus 2 nouveaux

Le principe du pigeonnier garantit qu'il y a au moins deux

hommes, au plus 18 étudiants de deuxiéme année et au plus 4 juniors, pour un totalParisiens avec le méme nombre de cheveux sur la téte. le

de 24 étudiants au maximum. Cela contredit le fait qu'il existe

25 éleves dans la classe. 21.4,3,2,1,8,7,6,5,12, 11,

10,9, 16, 15, 14, 13 23. Numérotez les sieges autour de la table

de 1450, et pensez au siege 50 comme étant adjacent au siége 1.

Ily a 25 sieges avec des nombres impairs et 25 siéges avec des nombres pairs
Nombres. Si pas plus de 12 gargons occupaient le nombre impair

Le principe généralisé des trous de pigeon garantit

moins [800, 001 /200, 000] = 5 Parisiens avec le méme nom-
ber de poils sur la téte. 35. 18 37. Parce qu'ily a

six ordinateurs, le nombre d'autres ordinateurs qu'un ordinateur est
connecté a est un entier compris entre 0 et 5 inclus. Comment-

jamais, 0 et 5 ne peuvent pas se produire tous les deux. Pour voir cela, notez que si certains
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I’ordinateur n’est connecté a aucun autre, aucun ordinateur n’est
connecté aux cinq autres, et si un ordinateur est connecté

aux cing autres, aucun ordinateur n'est connecté 4 aucun autre.

Par conséquent, par le principe du pigeonhole, car il y a au plus

cing possibilités pour le nombre d'ordinateurs qu'un ordinateur est
connecté , il y a au moins deux ordinateurs dans l'ensemble de six
connecté au méme nombre d'autres. 39. Etiquetez la com-

puters C 1 atravers C 100, et d' étiqueter les imprimantes P 1 par P20 .
Sinous connectons Cka Pk pourk=1, 2, ..., 20 et connectons chacun
des ordinateurs C 21 a C 100 & foutes les imprimantes, nous

ont utilisé un total de 20 + 80 - 20 = 1620 cébles. C'est clairement
suffisant, car si les ordinateurs C 1 a C 20 ont besoin d'imprimantes,

ils peuvent alors utiliser les imprimantes avec les mémes indices, et si

tous les ordinateurs avec des indices plus élevés ont besoin d'une imprimante au liett kel 3 45-

un ou plusieurs de ceux-ci, ils peuvent utiliser les imprimantes qui ne sont pas
utilisé, car ils sont connectés a toutes les imprimantes. Maintenant

il faut montrer que 1619 cébles ne suffisent pas. Parce que la

1619 cables et 20 imprimantes, le nombre moyen d’ordinateurs

puters par imprimante est 1619 /20, qui est inférieur a 81. Par conséquent ,
certaines imprimantes doivent étre connectées a moins de 81 ordinateurs.
Cela signifie qu'il est connecté a 80 ordinateurs ou moins, donc il

sont 20 ordinateurs qui n'y sont pas connectés. Si ces 20

puters avaient tous besoin d'une imprimante simultanément, ils seraient
pas de chance, car ils sont reliés au plus aux 19 autres

imprimantes. 41. Soit @ i le nombre de matchs terminés par

heurei. Alors 1 <a1<a2< - <a75<125. Aussi
25<a1+24<a2+24<--<a75+24<149.11

sont 150 nombres a 1, ..., a 75, a1+ 24, ..., a5+ 24. Parle

principe du trou de pigeon, au moins deux sont égaux. Parce que tous les
a i s sont distincts et tous les (a i + 24 ) s sont distincts, il s'ensuit

que a i=aj+ 24 pour certains > j . Ainsi, au cours de la période

du (j+ 1) stalaieme heure, il y a exactement 24 correspondances.

43. Utilisez le principe du pigeonnier généralisé en placant le | S|

objets f'(s) pour s € S dans | T'| boites, une pour chaque ¢lément de

T . 45. Soitd j soit jx - N (jx) , oit N (jx) est le nombre entier

plus proche de jx pour 1 <;j < n . Chaque dj est un nombre irrationnel
ber entre —1 /2 et 1 /2. Nous supposerons que n est pair;

le cas ot n est impair est plus compliqué. Considérez les n intervalles
{x|j/n<x<@G+1)/n},{x|-G+1)/n<x<-j/n}
pourj=0,1,...,(n/2)-1.Sid;appartient a l'intervalle
{x[0<x<1/n}oualintervalle { x|—1/n <x <0}

pour certains j, nous avons terminé. Sinon, carilyan -2

tervales et n nombres d;, le principe du pigeonnier nous dit

quiily aun intervalle { x | (k- 1) /n <x <k/n } con-

contenant d r et d s avec r <s . La preuve peut étre terminée par

montrant que (s - 7) x esta 1 /n prés de son entier le plus proche.

47. a) Supposons que i k < n pour tout k . Puis par le généralisé
principe du pigeonnier, aumoins [ (n2+1)/n]=n+1dela

les nombres i 1, i2, ..., in2+1 sont égaux. b) Siax, <a k- , alors le
sous-séquence consistant en un &; suivi de la sous-augmentation
séquence de longueur i &, partir d' un &, contredit le fait

queik; =ik« .Parconséquent, @ k; > ak;+ . ¢) S'iln'y a pas d'augmentation
sous-séquence de longueur supérieure a n, puis les parties (a) et

(b) s'appliquent. Onadonca k.« >akn>>ak2>ak:,

une séquence décroissante de longueur n + 1.
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Section 6.3

1. abc , ach , bac , bea , cab , cba 3. 720 5. a) 120

b) 720 ¢) 8 d) 6720 e) 40320 f) 3 628 800 7. 15 120

9.132011.2) 210 b) 386 ¢) 848 d) 252 13.2 (n ! )2

15. 65 780 17.2100- 5051 19. a) 1024 b) 45
¢) 176 d) 252 21. a) 120 b) 24 ¢) 120 d) 24
e) 6 ) 023.609, 638, 400 25. a) 94.109.400 b) 941.094

©) 3764 376 d) 90 345 024 ) 114 072 f) 2328 g) 24

h) 79 727 040 i) 3764 376 j) 109 440 27. a) 12 650

b) 303 600 29. a) 37 927 b) 18 915 31. a) 122 523 030

b) 72 930 375 ¢) 223 149 695 d) 100 626 625 33. 54 600
35.4537.91239.1123200041.n!/(r(n-r)!)

873

Section 6.4

l.x4at4xsy+6x2y2t4xys+ys 3.x6t
6x5y+15x4y2+20x)y3+15x2y4+6xys+ye )
5.101 7.-2 10( 19 :*9)4, 595,072 9.2 101 3 99 (200

11.(—=1) (200- 873 (100 290 4y /3 i k=2 (mod 3) et =100 <
k<200; 0 sinon 13. 1936 84 126 126 84 )
369 1 15. La somme de fous les nombres positifs » »comme
kvadeOan,est2 'E jlonc chacun d'eux n'est pas grand-

ger que cette somme. 17. K :)rr (n ,I( (y’,i/_i",%:ﬁ)*l/: =

Nen :nk/Z k-1 19 " " - n!

n!

Z.zl.].‘..z k-1 k k=1)t(n-k+1)(F1)
k!(n:k)!: ktm-ke)t [K+ (m-k+1) =@kt 1-p1= k
21. a) Nous montrons que chaque c6té compte le nombre de fagons
choisir parmi un ensemble de n éléments un sous-ensemble de k& élé-

et un élément distingué de cet ensemble. Pour la gauche- (n)

cOté main, choisissez d'abord le &- set (cela peut étre fait en + facons)
puis choisissez I'un des k éléments de ce sous-ensemble pour étre
I'élément distingué (cela peut étre fait de & fagons). Pour

le coté droit, choisissez d'abord I'¢lément distingué

de l'ensemble n- set (cela peut étre fait de n fagons), puis

choisir les & - 1 éléments restants du sous-ensemble dans le (n-1)
n—1 éléments r(es}ams de l'ensemble (cela peut étre fait en 1)
ke nt nen-1)! 4
fagowr)“b)k k Kin-k1= *k-1)ln-01=n k-1
5 _ (n+1)1 nt
E‘n‘ )k k== o) K g On)in- k- =(m+1)
+o1 /K. Cette identité avec =1 donne un[(ccumf
(20 ) (20) 2041 20y
PR = = +
définition. 25. [(2an4! " n+1 ! 2 n+l
(2n+1)] ) (2n+1)] (2n+2) (ntr1)
n+l - 2 n+l " - '2 n+1 27. a) r

compte le nombre de fagons de choisir une séquence de 7 0 et
n+ 1 s en choisissant les positions des 0s. Alternativement,

pose que le (j + 1 ) st terme est le dernier terme égal a 1, de sorte que
n<j<n+r.Unefois que nous avons déterminé¢ ou se trouve le dernier, nous

décider ou les 0 doivent étre placés dans les espaces j avant la
dernier 1. Ilyan letj-n (z:lﬁl;@ cetfe plage. Bay la rcg},ggls somme

il s'ensuit qu'ily a j=n  j-n k=0 fagons de faire
cette. b) Soit P (r)(lq)dc'cla(rqtquj aprouver. L'étape de base

est I'équation N i 10 (ﬂgy,' estjftre 1 :(1'i _Spppos@;lg que)
P (r) est vrai. alors 0w = k=0 x T 1 =
(nvri1) (nerir) k) ’

+ _

B rl r+1 ,en utilisant I'nypothese inductive
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et I'identité de Pascal. 29. Nous pouvons d'abord choisir le leader
n différentes maniéres. On peut alors choisir le reste de 'engagement

teeen2 ! fagons. Il y a donc n 2 fagons de choisir

comité et son chef. Pendant ce temps, le nompyy de fagons de

sélectionner un comité avec k personnes est , . Une fois que nous avons choisi
sen un comité avec k personnes, il zank fagongs,yle choisir

k= 1kYh faco(lg)de choisir
comité et son chef. Par conséquent, ek k" 2

son leader. Il existe donc
n-1

¢ 1) Laissepl'ensemble avoir n éléments. Qu,{Corollaire 2, nous avons

_ + et (— =0.11s" i
) (o () s (g) 1“) (o) 0. II s'ensuit que
+ + 4= + + + . Le coté gauche
0 4 S

2 3

donne le nombre de sous-ensembles avec un nombre pair d'éléments,
ct le coté droit donne le nombre de sous-ensembles avec un
nombre impair d'éléments. 33. a) Un chemin du type souhaité

Cm-ni-n2---nk-1,nk)=C(nk,nk)=

1 fagon de choisir les objets pour la derni¢re case (car
ni+n2+-+nk=n).Parlarégle du produit, le nombre

des fagons de faire l'assignation enti¢re est C (n, n1) C (n -
ni,n2)Cm-ni-n2,n3)Cm-ni-n2-- -
nk-1,nk),cequiéquivautan!/(mi1!ln2! - nk!), comme simple
montre la simplification. 49. a) Parce que x 1< x2< - <x,,
ils'ensuitquex1+0 <x2+ 1 <. <xr+r-1.

Les inégalités sont strictes car xj+ /- 1 <xj+1+

tantquex,; <x,+1 . Parceque | <x;<n+r-1,cese-

quence est constituée de r ¢léments distincts de 7. b) Supposons

que l <x1<x2< - <xr <n+r-1.Soit
yk=xk-(k-1).Iln'estalors pas difficile de voir que y k <y k+1 pour
k=1,2,.,r-letquel <ys<npourk=1,2,..r.

se compose de m se déplace vers la droite et n se déplace vers le haut. Chacun de cdds'ensuitque { y 1, y2, .., yr} estune combinaison r avec rep-

le chemin peut étre représenté par une chaine de bits de longueur m + n avec
m Os et n 1s, ot un 0 représente un déplacement vers la droite et un

1 un mouvement vers le haut. b) Le nombyy de ghainey de bits de longueur m +n

contenant exactement n 1s est égala m  parce qu'un tel

la chaine est déterminée en spécifiant les positions des 7 1 ou

en spécifiant les positions des m 0s. 35. Par l'exercice 33

le nombre de trajets de longueur n du type décrit en ce que

T'exercice est égal 43, le nombre de chaines de bits de longueur n . Sur le
d'autre part, un chemin de longueur » du type décrit dans I'exercice

33 doit se terminer en un point dont 7 est la somme de ses coordonnées,
disons (n - k, k) pour certains k entre 0 et n , inclus. Par Exer-

¢ised3, e nompye de ces chgn,ins sg jgrminant a (n - k, k) est égal a

P » . Parconséquenty , 237, Par l'exercice 33
le nombre de chemins de (0, 0) a (r( ny,*())de type dé-
décrit dans cet exercice est égal a , . Mais un tel chemin commence

en faisant j pas verticalement pour certains javec 0 <j<r.le

nombre de ces chemins commengant par j étapes verticales est égal a

le nombre de chemins du type décrit dans I'exercice 33 qui

passerde (1,j)a(n+1,r).Clestle méme que le nombre de

ces chemins gpi yonyde (0, 0) agn, r - jk,qui pay l'exgreice (4 4)
33 égal VATt J0 S O U VRN GO S LI S
senspjtqye  (f=t k) r.39.2) , b

) s ré) L)@, 3)
Triangle de Pascal f) i

Section 6.5

1.2433.266 5.1257.359.a) 1716 b) 50, 388
¢)2,629,575d)33011.913.4, 504, 501 15. a) 10, 626

b) 1,365¢) 11, 649d) 106 17.2, 520 19. 302, 702, 400

21.3003 23.7, 484, 400 25.30, 492 27.C (59, 50)
29.3531.83, 160 33. 63 35. 19, 635 37.210
39.27,72041.52!/(7!517! ) 43. Environ 6. 5 x 10 32

45.2)C(k+n-1,m)b)y(k+n-1)1/(k-1)147.La

sont C (n, n 1) fagons de choisir » 1 objets pour la premiére case.
Une fois ces objets choisis,ilyaC(m-n1,n2)

fagons de choisir des objets pour la deuxieéme boite. De méme,
ilyaC(n-n1-n2,ns)fagons de choisir les objets

pour la troisiéme case. Continuez ainsi jusqu'a ce qu'il y ait

etitions a permis de S . ¢ ) Il découle des parties a) et b)

qu'il existe une correspondance biunivoque de combinaisons r
avec des répétitions autorisées de combinaisons Set » de 7', un
sertie de n + r - 1 éléments. Nous concluons qu'il existe
Combinaisons C (n+r - 1, r) r avec répétitions autorisées
deS.51.6553.6555.257.359. a) 150 b) 25

¢) 6.d) 2 61.90 720 6 63. Les termes de l'expansion sont

de la forme x , myoUni+n2t o tam=n.

Xn2* Xnm

Un tel terme découle du choix des facteurs x 1 dans n 1, le

x2dans n 2 facteurs, ..., et les x m dans n m facteurs. Cela peut étre
faitde C(n;n1,n2, .., nm),carun choix est un

permutation de 7 1 étiquettes «1», n 2 étiquettes «2», ... et n m étiquettes
«M». 65.2520

Section 6.6

1. 14532, 15432, 21345, 23451, 23514, 31452, 31542,
43521,45213, 45321 3. AAA1, AAA2, AABI, AAB2,
AACI, AAC2, ABA1, ABA2, ABBI, ABB2, ABC1, ABC2,
ACAL, ACA2, ACB1, ACB2, ACCI, ACC2, BAA1, BAA2,
BABI, BAB2, BAC1, BAC2, BBA1, BBA2, BBBI, BBB2,
BBCI, BBC2, BCA1, BCA2, BCB1, BCB2, BCCI, BCC2,

e) La plus grande entrée impaire dans lan e rmgéecﬁ‘éAl’ CAA2, CABI, CAB2, CACI, CAC2, CBAL,

CBA2, CBBI, CBB2, CBCl, CBC2, CCAl, CCA2, CCBI,

CCB2, CCCl1, CCC2 5. a) 2134 b) 54132 ¢) 12534

d) 45312) 7.1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134,

2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412,
3421,4123,4132,4213,4231,4312,4321 9. {1, 2, 3},
{1,2,45,{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},
{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5} 11. La chaine de bits représentant

la prochaine plus grande combinaison r doit différer de la chaine de bits
représentant l'original en position i parce que les positions

i+ 1, .., rsontoccupés par le plus grand nombre possible.

Aussiun i+ 1 est le plus petit nombre possible que nous pouvons mettre
position 7 si nous voulons une combinaison supérieure a l'original

un. Alors @ i+2, ..., ai+r-i+1 sontles plus petits admissibles
numéros pour les positions i + 1 ar . Ainsi, nous avons produit

la prochaine combinaison r . 13. 123, 132, 213, 231, 312, 321,
124,142,214, 241, 412, 421, 125, 152, 215, 251, 512, 521,

134, 143,314, 341, 413, 431, 135, 153, 315, 351, 513, 531,

145, 154, 415,451, 514, 541, 234, 243, 324, 342, 423, 432,
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235,253, 325,352, 523, 532, 245, 254, 425, 452, 524, 542,
345,354, 435, 453, 534, 543 15. Nous montrerons qu'il s'agit d'un
bijection en montrant qu'elle a un inverse. Etant donné un résultat positif
entier inférieur an !, soita 1, a2, ..., @ »-1 ses chiffres de Cantor.
Mettez n en position n - @ » -1 ; alors clairement, un » -1 est le nombre
d'entiers inférieurs a n qui suivent # dans la permutation. alors
mettre 7 - 1 en position libre (n - 1 ) - a »-2, ol nous avons
numéroté les positions libres 1, 2, ..., n - 1 (hors
position dans laquelle » est déja). Continuez jusqu'a ce que 1 soit placé dans
la seule position libre a gauche. Parce que nous avons construit un
inverse, la correspondance est une bijection.
17. procédure Permutation de Cantor (n , i : entiers avec
n>let0<i<n!)
x:=n
pourj:=1lan
pii=0
pourk:=1lan-1
ci=|lx/m-K'Lix:=x-cm-ksh:=n

tandis quep » =0
h:=h-1

tandis quep =0
h:=h-1
phi=n-k+1
h:=1
tandis que p =0
h:=h+1
phi=
{ p 1p2... pnestla permutation correspondante

ai}
Exercices supplémentaires

1.a) 151 200 b) 1 000 000 ¢) 210 d) 5005 3. 3 100
5.24 600 7. a) 4060 b) 2688 ¢) 25 009 600 9. a) 192

b) 301 ¢) 300 d) 300 11. 639 13. La position maximale

la somme possible est de 240, et la somme minimale possible est de 15. Donc
le nombre de sommes possibles est de 226. Parce qu'il y en a 252
sous-ensembles a cing ¢léments d'un ensemble a 10 éléments, par

le principe du pigeonnier, il s'ensuit qu'au moins deux ont

la méme somme. 15. a) 50 b) 50 ¢) 14d) 17 17. %5);1 at,

az, .., amles entiers, et soitd i = va).Sidi=0
(' mod m) pour certains 7 , nous avons terminé. Sinon d 1 mod m ,
d2mod m, ..., d m mod m sont m entiers avec des valeurs en
{1,2,..,m-1}.Parle principe du pi%smnierdk =di

pour quelque 1 <k </<m . alors “knaj=di-di=0
(mod m) . 19. L’expansion décimale du nombre rationnel

ber a /b peut étre obtenu par division de b en a , ol @ est

écrit avec un point décimal et une chaine arbitrairement longue de 0
le suivre. L’étape de base consiste a trouver le chiffre suivant du
patient, & savoir, | 7 /b |, ou r est le reste avec le prochain

chiffre du dividende abaissé. Le reste actuel est

Réponses aux exercices impairs S-45

b restes possibles. Ainsi, a un moment donné, par le pigeonnier
principe du trou, nous aurons la méme situation que

surgi. A partir de ce moment, le calcul doit

suivez le méme schéma. En particulier, le quotient

tourbe. 21. a) 125,970 b) 20 ¢) 141,120,525 d) 141,120,505

€) 177 100 f) 141 078 021 23. 2) 10 b) 8 ¢) 7 25.3
27.Cm+2,r+1)=C+1,r+1)+Cm+1,r)=
2Cm+1,r+1)-C+1,r+1)+Cn+1,r=
2Cm+1,r+1)-(Cmr+1)+C(nr)+(Cnr)+
Cnr-1)=2Cm+1,r+1)-Clnr+1)+C(nr-1)

29. Remplacez x = 1 et y = 3 dans le théoréme binomial.

31. Les deux parties comptent le nombre de fagons de choisir un sous-ensemble
de trois nombres distincts { i, j, k } avec i <j <k de
{1,2,...n}.33.C(n+1,5)35.3491 888400 37. 524
39.2)45b) 57 ¢) 12 41. 2) 386 b) 56 43. 0 sin <m ;
C-1,n-m)sin>m4d5.a)15,625b)202c)210

d) 1047.2) 3 b) 11 ¢) 6. d) 10 49. Il y a deux pos-

responsabilités: trois personnes assises a une table avec tout le monde
assis seul, ce qui peut étre fait de 2 maniéres C (n, 3 ) (choisissez le
trois personnes et les asseoir dans l'un des deux arrangements), ou deux
des groupes de deux personnes assises ensemble avec tout le monde assis
seul, ce qui peut étre fait de 3 manicres C (n, 4 ) (choisissez quatre

les gens, puis choisissez I'une des trois fagons de les jumeler

vers le haut). Les deux 2 C (n,3)+3 C(n,4)et(3n-1) C(n 3 )/4 sont égaux

n4/8-cinqn3/12+ 3 ndewx/8-n/12.51. Le nombre de per-
mutations de 2 n objets de n types différents, deux de chaque type,
est(2n)! /5. Parce que cela doit étre un entier, le dénominateur
doit diviser le numérateur. 53. CCGGUCCGAAAG
55. procédure permutation suivante ( n : entier positif,
ati,az, .., ar:enters positifs n'excédant pas
navecalaz..ar=nn..n)
ii=r
tandis queai=n
ai:=1
ii=i-1
ait=aitl
{a1a2..arestlaprochaine permutation en lexicographique

commande}
57. 1l faut montrer que s'ily aR (m, n-1)+R (m -1, n)
les gens lors d'une féte, alors il doit y avoir au moins m amis mutuels
ou n ennemis mutuels. Considérez une personne; appelons-le Jerry.
Ensuite, ilyaR (m -1, n) + R (m, n -1 ) -1 autres personnes a
le parti, et selon le principe du pigeonnier, il doit y avoir au moins
R (m -1, n)amis de Jerry ou R (m, n - 1 ) ennemis de Jerry
parmi ces gens. Supposons d'abord qu'il existe R (m —1, n)
amis de Jerry. Par la définition de R , parmi ces personnes
nous avons la garantie de trouver m - 1 amis communs ou 7
ennemis mutuels. Dans le premier cas, ces m —1 amis mutuels
ensemble avec Jerry sont un ensemble de m amis communs; et dans le
Dans ce dernier cas, nous avons I'ensemble souhaité de n ennemis mutuels. le
autre situation est analogue: Supposons qu'il y ait R (m, n - 1) éne
mmes de Jerry; on est assuré de trouver parmi eux soit m
amis mutuels ou z - 1 ennemis mutuels. Dans le cas précédent,
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obtenu a partir du reste précédent en soustrayant b fois
le chiffre précédent du quotient. Finalement, le dividende a

rien que des 0 a faire tomber. De plus, il n'y a que

S-46 Réponses aux exercices impairs
CHAPITRE 7

Section 7.1

1.1 /treize 3.1/25.1/27.1/649.47/5211.1/C(52,5)
13.1-[C(48,5)/C(52,5)]115.C(13,2)C(4,2)C(4,2)
C(44,1)/C(52,5)17.10,240/C(52,5)19.1, 302, 540/
C(52,5)21.1/6423. huit/2525.2)1/C(50,6) =
1/15,890,700 b)1/C(52,6) - Une /20, 358, 520
) 1/C(56,6)=1/32,468,436d)1/C(60,6)=1/

50, 063, 860 27.a) 139, 128 /319, 865 b) 212, 667 /511, 313

¢) 151, 340/386, 529 d) 163, 647 /446,276 29.1/C (100, 8)

31. trois /100 33.a) 1 /7, 880, 400 b) une /huit, 000, 000
35.a) 9 /dix-neub) 81 /361 ¢) 1/19d) 1, 889, 568 /deux, 476, 099

e) 48 /361 37. Trois dés 39. La porte du concurrent

choisit est choisi au hasard sans savoir ou le

le prix est, mais la porte choisie par I'hdte n'est pas choisie au

au hasard, car il évite toujours d'ouvrir la porte avec le

prix. Cela rend invalide tout argument basé sur la symétrie.

41.2a) 671 /1296 b) 1 43524/36 24; non ¢) L'ancien

Section 7.2

Lp(M)=1/4,p(MH)=3/43.p(1)=p(3)=p(5)=
p(6)=1/16;p(2)=p(4)=3/85.9/497.a)une/2
b)1/2¢)1/3d)1/4e)1/49.2)1/26!b)1/26¢)1/2

d) une /26 e) une /650 f) une /quinze , 600 11. Il est clair que p (EU F) >
P (E)=0.7.Aussi, p (EU F) < 1. Si nous appliquons le théoreme 2

a partir de la section 7.1, nous pouvons réécrire ceci comme p (E) + p (F) -
PENFE)<10u0.7+0.5-p(ENEF)<1.Solv-

pour p (EN F) donne p (EN F) > 0. 2. 13. Parce que
PEVF)=p((E)+p(F)-p(ENF)etp(EVUF) <1,

il s'ensuit que 1> p (E) +p (F) - p (EN F) . De cela

I'inégalité nous concluons que p (E) +p (F)<1+p(ENEF).

15. Nous utiliserons I'induction mathématique pour prouver que I'in-
I'égalif¢ vaut pour n 22.,,Soit P (n) la déclaration que

r( j=1Ej) < j=1p (Ej) . Etape de base: P (2 ) est vrai
causep (E1UE2)=p(E1)+p(E2)-p(E1NE2)<

p(E1)+p (E2) . Etape inductive: Supposons que P (k) soit vrai. Nous-

Dapy Je cas de base et I'yypothese inductive, il s'ensuit qug ;.
PO EDSP( EDpE)S p(ED).

nous avons l'ensemble souhaité de m amis mutuels, et dans ce dernier
cas, ces 7 - | ennemis mutuels avec Jerry sont un ensemble

de n ennemis mutuels.

0. 02825 ¢) 0,03795012 33. a) cinq /huit b) 0,627649 ¢) 0,6431

35.a)pa b)l-pa pntn-pni-(ly,
Py -[patnpai(1-p137.p( U LiEiest
la somme de p (s) pour chaque résultat s dans i-1E:. Car

les E i sont disjoints deux a deux, c'est la somme des probabilités
sapacités de tous les résultats dans T'un des £7's, ce qui est ce

i=1p (Ei) est. (Nous pouvons réorganiser les sommets et toujours obtenir
la méme réponsed?r cette série converge absolument.)
39.a) E= )IF/ , donc l'inégalité donnée suit maintenant
de I'inégalité de Boole (exercice 15). b) La probabilité que

&
it

un joueur particulier qui ne fait pas partie du j e bat tous les & joueurs
dans laj ieme ensemble est (une /2 ) k ?l%rtconkséqucm, la probabilité
que ce joueur ne le fait pas est 1 - 2 , donc la probabilité
que tous les m - k des joueurs qui ne sont pas dans le / éme ensemble sont incapables de
vanter un record parfait contre tout le monde dans le j éme ensemble est
(172 -K)mek gy précisément p (F;) . ¢) La premiére inégalité
suit immédiatemepy, yar tous les sommets sont les mémes
etilya +  d'eux. Si cette probabilité est inférieure a 1,
alors il doit étre possible que E échoue, c'est-a-dire que £ se produise. Donc
il y a un tournoi qui remplit les conditions du probléme
tant que la deuxieme inégalité se maintient. d) m > 21 pour k= 2,
etm > 91 pour k=3
41. procédure probabiliste prime (n, k)
composite : = faux
i:=0
tandis que composite = false et i <k
ir=i+1
choisir » uniformément au hasard avec 1 <b <n
appliquer le test de Miller a la base b
si n échoue au test, alors composite : = true
si composite = true alors print («composite»)

sinon imprimer («probablement premier»)

Section 7.3

REMARQUE: Dans les réponses de la section 7.3, toutes les probabilités
les liens donnés sous forme décimale sont arrondis a trois décimales

des endroits. 1. trois /5 3. trois /quatre 5. 0. 481 7.a) 0. 999 b) 0. 324
9.2)0.740 b)0.260 ¢0.002 d)0.99811.0.724
13. trois /17 15.2) 1 /trois by p (M= | W=k) =1
sii,jetksontdistincts;p (M=j| W=k =0



Page 47

Cela montre que P (k+1 ) est vrai, complétant la démonstration par
induction ématique. 17. Parce que £ U E est I'échantillon entier
I'espace S, I'événement F peut étre divisé en deux événements disjoints:
F=SNF=(EUE)NF=(ENF) U (ENF),en utilisant le

droit distributif. Par conséquent, p (F)=p (EN F) U (EN F)) =
P(ENE)+p (ENF), car ces deux événements sont dis-

mixte. Soustraire p (E N F) des deux c6tés, en utilisant le fait

quep (EN F)=p (E) - p (F) ('hypothése que E

et F sont indépendants), et en factorisant, nous avons p (F) [1—
p(E)]1=p(ENEF).Parcequel-p (E)=p (E),cela

ditquep (EN F)=p (E) - p (F) , comme souhaité. 19. a) une /douze
b) 1-1 bty 12 €) 521614 23. 1 /quatre 25. 3 /huit
27. a) Non indépendant b) Non indépendant ¢) Non indépendant
pendants 29. trois /seize 31.a) 1 /32=0.03125b)0.495=

Parce que nous ne supposons aucune connaissance préalable

un message est ou n'est pas du spam, nous fixons p (S) =p (S)=0.5,

et donc I'équation ci-dessus se simplifieenp (S|E1 N E2) =
PEVNE2]S)/[p(EINE2|S)+pEINE2S)]

En raison de l'indépendance supposée de E 1, E2 et S, nous
ontp (E1NE2|S)=p(E1|S) p(E2]S),etde méme
pour S.

Section 7.4

1.2.53.5/35.336/497.1709.(4n+6)/3
11.50, 709,551 /10, 077, 696 = 5. 03 $3,6 15. p (X>

sij=kouj=i;p(M=j| W=k =1/deux

sii=ketj=1i ¢) deux /trad) Vous devez changer

portes, parce que vous avez maintenant un 2 /la chance de gagner 3 par SWITCH-
ing. 17. La définition de la probabilité conditionnelle nous dit

quep (Fi|E)=p(ENF;)/p (E).Pour le numérateur,

en utilisant a nouveau la définition de la probabilité conditionnelle, nous avons
p(ENF;)=p(E|Fj)p(Fj) Z’comme souhaité. Pour la dénomination

tor, on montre que p (E) = i~1p(E|Fi)p ((FK . Les événements

E N Fipartitionne I'événement £ ; c'est-a-dire que (EN F i1 )N (ENFi2) =@

lgrsque i i = i 2 (car les F'i sont mutuellement, exclusifs), et
i=1(E(YFi)=E(carle > i-1Fi=8§). Donc,

PE= L ENF) = i=1p (E|Fi) p (Fi) . 19.Non
21. Oui 23. Par le théoreme de Bayes, p (S|E1N E2)=p (E1N
E2|S)p(S)/[p(EINE2S)p(S)+pEINE2S)p(S)]
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d) Parce que X (P) > I (P) pour tout P, il résulte de la

définition de l'attente que £ (X) > E (1) . e) Cette somme
L'information compte 1 pour chaque instance d'une inversion. f) Cette
découle du théoreme 3. g) Par le théoréme 2 avec n =1, le

attente de /. « est la probabilité d' une « précéde un ; dans

la permutation. Ceci est clairement 1 /2 de symétrie. h) Le

la somme dans la partie (f) consiste en C (1, 2) =n (n —1 ) /2 termes,
chacune égale a 1 /2, de sorte que la somme est n (n - 1 ) /4 i) de la partie
(a) et la partie (b) nous savons que E (X) , 'objet d'intérét, est

auplus n (n-1)/2, et de la partie (d) et de la partie (h) nous savons
que E (X) estau moins n (n - 1) /4, les deux étant (n2) .

3145 V(X+Y)=E(X+Y)2)-E(X+Y)2=
EX2+2XY+Y2)-[EX)+E(Y)]2=E(X2)+

J= T i l-p)iip=

p(1=p)i k’ip‘(x'(?') e j(’l('(l”“))"’ QEQYHE(Y2)-E(X)2-2EME(Y)-E(Y)2=
k=o(l=pli=p (1=p)j-1/(1=(1-p) = E(X2)-E 2[EQXY)-EX)E(Y)]+E(Y2)-

(1-p)j- 17‘230219.(7/2)«7:/329/1221‘10 (%2)-E@2+2 [ EQY)-EX) EM) ]+ E(Y2)

23. 1472 livres 25.p+ (n-1) p (1 - p) 27. cinq /deux
29.2) 0 b) n 31. Ce n'est pas vrai. Par exemple, que X soit
le nombre de tétes en un seul coup de coin, et que Y soit

le nombre de tétes dans un flip d'une deuxiéme piéce de monnaie équitable. alors

AX) +A(Y)=1mais 4 (X+Y)=0.5.33.a) Nous
on dit que X 1 et X 2 sont indépendants. Pour voir que X 1
et X 3 sont indépendants, nous énumérons les huit possibilités

E(M)2=VX)+2Cov (X, Y)+V(V)4T.[(n-1)/n]m
49. (n-1)m/nm-1
Exercices supplémentaires

1.1/109, 668 3.2) 1 /195, 249, 054 b) une/5, 138, 133
©) 45/357, 599 d)18,285/18,8215.2)1/C(52,13)

bilités pour (X1, X2, X3) et constater que (0,0,0),(1,0,1),

b)4/C(52,13)¢)2,944,656/C(52,13)d)35, 335,872/

(0.1,1).(1,1,0) ont chacun une probabilité de 1 /4 et les autres C(52,13)7.a)9/deux b) vingt-et-un /quatre 9. a) 9 b) vingt-et-un /deux 11. a) 8
ont une probabilité¢ de 0 (en raison de la définition de X3 ). Donc, . n-1 _ L n-1
PXI=0AX3=0)=1/4p(X1=0)=1/2,¢t h)“?jSl;1?:a)n/gn,l)m,”ngggmlwpgkfn ,oup—n/z_ .
p(X3=0)=1/2,desorte qu'il est vrai que p (x 1=0 A X3= 02 mn -1 17.a) 2 /trois b) 2 /trois

19.1/3221a) L babilité I 2 " doll
0)=p(X1=0)p(X3=0).Essenticllement le méme calcul a) La probabilité que I'on gagne orars

montrequep (X1=0AX3=1)=pX1=0)pX3=1),
pX1=1ANX3=0)=pX1=1)pX3=0),et
pXi1=1AX3=1)=pXi1=1)p(X3=1).La-

est égaf’é taf delxse produit précisément lorsque le joueur obtient
n —1 queues suivies d'une téte. La valeur attendue du gain

est donc la somme de 2 " FOIS 1 /déixomme n vade 1 &



Page 48

donc par définition, X 1 et X3 sont indépendants. Le méme

le raisonnement montre que X 2 et X 3 sont indépendants. A voir
que X3 et X1+ X2 ne sont pas indépendants, on observe que
pX3=1ANX1+X2=2)=0.Maisp(X3=1)pX1+X2=

2)=(1/2)(1/quatre)=1/8b) On voit par le calcul en

partie (a) que X 1, X2 et X3 sont tous des variances aléatoires de Bernoulli.

infini. Parce que chacun de ces termes est 1, la somme est infinie.
En d'autres termes, il faut étre prét a miser n'importe quel montant de
l'argent et s'attendre a sortir en téte a long terme. b) 98,9 $
23.a)1/3lorsque S=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12},
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9 etB=1{1,2,3,4};
1/12lorsque S=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12},
A=1{4,5,6,7,8,9,10,11,12} etB={1,2,3,4}

ables, de sorte que la variance de chacun d' eux est (1 /deux ) (1 /deux ) = 1/4. Par conséquent,

V(X1)+V(X2)+V(X3)=3/4. Nous utilisons les calculs

dans la partie (a) de voir que £ (X 1+ X2+ X3) =3 /2, puis

V(X1+ X2+ X3)=3/4.c)Pour utiliser la premiére partie de
Théoréme 7 pour montrer que V (X1 + X2+ -+ Xk )+ Xk+1) =
V(X1+ X2+ +Xk)+ V(Xk+1)dans le pas inductif de

une preuve par induction mathématique, il faudrait savoir

que X1+ X2+ -+ Xk et X«+1 sont indépendants, mais nous

voir de la partie (a)zque ce n'est pas nécessairenfnt vrai. 35. 1 /100
;7(.);52(3 ;g a) dix /Vogzé‘g)d’ﬁ@g; ?l.za) Chaquycza L ==
n | permutations se produit avec la probabilité 1 /n !, donc E (X) est le
nombre de comparaisons, en moyenne sur toutes ces permutations.
b) Méme si l'algorithme continue # - 1 tours, X sera

auplus n (n-1) /2. Il résulte de la formule de prévision

que £ (X) <n (n-1)/2. ¢) L'algorithme procéde

en comparant les éléments adjacents puis en les échangeant

si nécessaire. Ainsi, la seule fagon dont les éléments inversés peuvent
devenir inversé est pour eux d'étre comparés et échangés.
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a2[E(X2)-E(X)2]=a2V(X) 31. Pour compter chaque élément
dans I'espace échantillon exactement une fois, nous devons inclure
chaque ¢lément dans chacun des ensembles, puis enlevez le

double comptage des éléments dans les intersections. Donc

P(EIVE2U~UEm)=p(E1)+p((E2)++p(Em)-
p(ETNE2)-p(EXNE3)-~-p(ETNEm)-p(E2NE3)-
P(E2NE4)--p(E20Em)-=-p(Enw-1NEm)=

gm-(m(m-1)/2)r,carles termes C (m, 2 ) sont

soustrait. Mais p (E1 U E2 U =+ U Ew ) = 1, nous avons donc
gm-[m (m—1)/2]r=1.Parce que r > 0, cette équation nous dit

que gm > 1, alors ¢ > 1 /m . Parce que ¢ < 1, cette équation a également
implique que [ m (m -1) /2] r=qgm -1 <m -1, a partir duquel il
s'ensuit que # < 2 /m . 33. a) Nous achetons les cartes jusqu'a ce que
ont obtenu un de chaque type. Cela signifie que nous avons acheté

X cartes en tout. D'un autre c6té, cela signifie également que nous

b) 1 lorsque S={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12},
A=1{4,5,6,7,8,9,10,11, 12} etB={1,2,3,4};
3/40u8=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12},
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9 etB={1,2,3,4}
25.a)p(E1NE2)=p(E1)p(E2),p(E1NE3)=
PEV)P(Es3),p(E2NEs)=p(E2)p(Es3),p(EXNE2NE3)=
p(E1)p(E2)p (E3)b) Ouic) Oui; oui d) Oui; non e) 2 n-n-1

27. a) une /2 dans la premiére interprétation; 1 /3 dans des secondes inter-

prétation b) Soit M soit 'événement que les deux de M. Smith

les enfants sont des garcons et laissez B étre I'événement que M. Smith a choisi
un gargon pour la promenade d'aujourd'hui. Ensuite, p (M) =1/4,p (B| M) =1,

etp (B|M)=1/3. Appliquer le théoréme de Bayes pour calculer
p (M| B)=1/2.¢) Cette variation est équivalente a la
deuxieme interprétation discutée dans la partie (a), donc la réponse est

sans ambiguité 1 /3.29. V (aX+b)=E ((aX+b)2) -
E(@X+b)2=E(a2X2+2abX+b2)-[aE(X)+b]2=

E(a2X2)+E(2abX)+E(b2)-[a2E(X)2+2abE(X)+b2]=
a2E(X2)+2abE(X)+b2-a2E(X)2-2abE (X)-b2=

Don-t

k=1C(n, k) S (m, k)
fonctions qui ne sont pas activées. Mais ilyzzr,,ml les fonctions
au total, donc S (m, n) =nm - k=1C (k) S (m k).
31.a)Cs=CoCa+ C1C3+ C2C2+ C3C1+ C4Co=
1-14+41-5+2-2+5-1+14-1=42b)C(10,5)/6=42
33.J(1)=1J(2)=1,J(3)=3,J(4)=1,J(5)=3,
J(6)=5J(7)=7,J(8)=1,J(9)=3,J(10)=5,
J(11)=7,J(12)=9,J(13)=11,J(14)=13,J(15) =15,
J (16 ) =1 35. Premiérement, supposons que le nombre de personnes soit

fait de fagon S (m, k) . I existe donc

méme, disons 2 n . Aprés avoir fait le tour du cercle une fois et étre revenu
a la premiére personne, parce que les gens dans des endroits avec méme
les chiffres ont été éliminés, il reste exactement # personnes

et la personne actuellement a 'emplacement i est la personne qui était
al'origine a 'emplacement 2 7 -1. Par conséquent, le survivant [a I'origine

i . . . al'emplacement J (2 n) ] est maintenant a 'emplacement J (n) ; ¢'était la personne
acheté des cartes X o jusqu'a ce que nous obtenions le premier type que nous avons Ollﬁtgltlaul

tg‘luesmplacement 2J(n) - 1. Par conséquent, J (2n)=2.J (n) - 1.

acheté X 1 cartes supplémentaires jusqu'a ce que nous obtenions le deuxiéme type qf.nous avons ol

etc. Ainsi, X est la somme des X . b) Une fois j distinct
types ont été obtenus, il y a n - j nouveaux types disponibles
sur un total de » types disponibles. Parce qu'il est tout aussi probable

nu - .
meme, quan(}) }Fy 4 un nombre impair de personnes, disons 2 n +1,
puis aprés avoir fait le tour du cercle une fois puis éliminé

personne 1, il y a n personnes ont quitté et la personne actuellement a lo-
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que nous obtenons chaque type, la probabilité de succes sur le prochain

acheter (obtenir un nouveau type) est (n - j) /n . ¢) Cela suit

immédiatement a partir de la définition de la distribution géométrique, la

définition de X, et partie (b). d) Il ressort de la partie ¢) que

E(Xj)=n/(n-j).Ainsi, par la linéarité de l'attente et

partie (a), ona E (X) =E(Xo)+E X 1)+ +E(Xn-1))
1

=n

ntn -1t ta 1=n a1 n-1 41
224 .4635.24-134/(52-51-50-49)

) A propos

CHAPITRE 8

Section 8.1

1.Soit P (n) « Hn=2n-1». Efape de base: P (1) est vrai car
H 1= 1. Pas inductif: Supposons que H » =2 » - 1. Alors devenez-

car Hut =2 Ha+1, il slensuit que H ns1 =2 (2 n1)+1=
o= 1.3.a)an=2an-1+tan-spourn>5b)ao=1,
a1=2,a2=4,a3=8,a4=16¢) 1217 5. 9494
7.a)an=an-1tan-—2+2n-2 pourn>=2b)ao=0,a1=0

¢)9%9.a)an=an-1+an2+an-3pourn>3b)ao=1,
a1=2,a2=4c¢)8l1l.a)an=an-1+an-2pourn=>2
b)ao=1,a1=1c¢)3413.a)an=2an-1+2an-2pour
n>2b)ao=1,a1=3c)44815.a)an=2an-1+tan2
pourn>2b)ao=1,a1=3¢)23917.a)an=2an-1 pour
n>2b)a1=3¢)9619.a)an=an-1+an-2pourn=>2
b)ao=1,a1=1¢)892l.a)Rn=n+Rn-1,R0=1
b)Ru=nm+1)/2+123.a)Su=Sn-1+(Mn2-n+2)/2,
So=1b)Sn=m3+5n+6)/625.6427.a)an=
2an-1+2an=2 b)ao=1,a1=3c¢) 1224 29. De toute évidence,
S(m, 1)=1pourm>1.Sim=>n,alors une fonction qui

n'est pas sur de l'ensemble avec m éléments a I'ensemble avec 1

les éléments peuvent étre spécifiés en choisissant la taille de la plage,
qui est un entier compris entre 1 etz - 1 inclusivement, en choisissant
les éléments de la gamme, ce qui peut étre fait de maniére C (n, k) ,

et choisir une fonction sur sur la plage, qui peut étre

k<l+ yop pour tout #> 1. Par epnséquent, R (1) est borné ci-dessus

FRUQR S B YO S R oM A RIS FRRRS Bt nseauent, Ta

a savoir, la personne qui se trouvait a l'origine a I'emplacement 2 J (n) + 1.

Par conséquent, J(2n+1)=2J(n)+ 1. L'étape de base estJ (1 )= 1.

37.73,977, 3617 39. Ces neuf mouvements résolvent le puzzle:

Déplacez le disque 1 de la cheville 1 a la cheville 2; déplacer le disque 2 de la cheville 1 vers
cheville 3; déplacer le disque 1 de la cheville 2 a la cheville 3; déplacer le disque 3 de
cheville 1 a cheville 2; déplacer le disque 4 de la cheville 1 a la cheville 4; déplacer le disque 3
de la cheville 2 a la cheville 4; déplacer le disque 1 de la cheville 3 4 la cheville 2; bouge toi
disque 2 de la cheville 3 a la cheville 4; déplacer le disque 1 de la cheville 2 a la cheville 4.
Pour voir qu'au moins neuf mouvements sont nécessaires, notez d'abord qu'au

au moins sept mouvements sont nécessaires quel que soit le nombre de chevilles

présent: trois pour désempiler les disques, un pour déplacer le plus grand

disque 4, et trois autres mouvements pour les réempiler. Au moins deux

d'autres mouvements sont nécessaires, car pour déplacer le disque 4 du piquet 1

pour cheviller 4, les trois autres disques doivent étre sur les chevilles 2 et 3, donc a

au moins un mouvement est nécessaire pour les réempiler et un mouvement pour

les dépiler. 41. Les cas de base sont évidents. Sin> 1,

I'algorithme se compose de trois étapes. Dans un premier temps, par le

hypothése inductive, les mouvements R (n - k) sont utilisés pour transférer

plus petits n - k disques a cheviller 2. Ensuite, en utilisant les trois chevilles habituelles
Algorithme de la tour de Hanoi, il en faut ¥ ~1 se déplace pour transférer le
reste des disques (les plus grands £ disques) au piquet 4, en évitant le piquet 2.
La encore par I'hypothése inductive, il faut R (n - k)

se déplace pour transférer les plus petits n - k disques sur le pion 4; tous les
des chevilles sont disponibles pour cela, car les plus gros disques, maintenant
cheville 4, ne pas interférer. Ceci établit la selation de récurrence

tion. 43. Notons tout d'abord que R (n) = j<1[RG)-R(G-1)]

[qui suit car la somme est télescopique et Rk(f(l) )=0].

Par I'exercice 42, c'est la somme de 2 Y pour cette gamme de

ues dej . Par conséquent, lasommeest ., ;o , sauf que si
n n'est pas un nombre triangulaire, puis les dernicres valeurs lorsque

i =k sont manquants, et c'est ce que le terme final dans le
compte tenu de l‘zﬁpression 45. Par l'exercice 43, R (n) est
i

pas plus grand que ;_ i2 . On peut montrer que cette somme est égale a
(k+1)2 k=2 k+1 +, fI'fest donc pas supérieur a (k+1)2 k Car

n>k (k-1) /2, la formule quadratique peut étre utilisée pour montrer que

Réponses aux exercices impairs S-49

11.a) Etape de base: Pour n=1,nous avons 1 =0+ 1, et

par(1+ 2p+1W)21 2n <8 n2 2 pour tout 7> 2. Par conséquent,  pour 7 = 2, nous avons 3 = 1 + 2. Pas inductif: As-

Rm)estO( n2 2,).47.2)0b)0¢)2d)2 ne1-2n-2
49.an-2Van+V2an=an-2(an-an1)+(Van-Van1)=

~an+2anat[(@an-an1)-(an1-an2)]=
~ant2anit(@n-2an-1tan2)=an2 51
an-t1+an2=@n-Van)+(@n-2Van+Vaan)=

2an-3Van+Vaoan,ouan=3Van-Vaan 53. Insérer

S(0):=@aprés T(0):=0(ouS (j enregistrera le

sume vrai pour k< n . Alors L n+1 =LntLn =
ot a4 a2t fa= (a1 fa2)F (Faifn) =

( v ) (N )n
Sutfns2.b)Ln= Lot 13.an=
8(=1)n-3(-2)u+4-34 15.an=5+3(=2)n-3x

17.Soitan=C @, 0)+ Cn—1,1)++C(n-kkou
k=1 n/2]. Tout d'abord, supposons que n est pair, de sorte que k=n /2,
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ensemble optimal de pourparlers parmi les premiers j ), et remplacer le
instruction 7 (j) : = max (w;+ T (p (j)), T (j- 1)) avec le
code suivant:
siw;+ T (p())>T(-1)alors
TG :=witTp(g)
SG:=Sp@ i}

autre
TG:=TG-1)
SG):=S@G-1)

55. a) Pourparlers 1, 3 et 7 b) Pourparlers 1 et 6, ou pourparlers 1, 3,
et 7 ¢) Pourparlers 1, 3 et 7 d) Pourparlers 1 et 6 57. a) Cette
découle immédiatement de l'exemple 5 et de l'exercice 41c
Section 8.4. b) La derniére étape du calcul de A i consiste a
tiplier A i par A & +1,; pour certains k entre i et - 1 in-
clusive, ce qui nécessitera m i m k+1m j+1 multiplicateur entier
indépendamment de la maniére dont A ik et A k+1,j
sont calculés. Par conséquent, pour minimiser le nombre total de
multiplications enti¢res, chacun de ces deux facteurs doit étre
calculé de la maniére la plus efficace. ¢) Cela fait suite a
a partir de la partie (b) et de la définition de M (7, j) .
d) ordre matriciel de la procédure (m 1, ..., mn+1:

entiers positifs)

pour i
M, i):=0
pourd:=1lan-1
pouri:=lan-d
min:=0

pourk:=iai+d
nouveau : =M (i, k) + M (k+1,i+d) +mimk+imi+d+
si nouveau <min alors
min : = nouveau
ou(iitd) =k
M@, i+d):=min

e) L’algorithme a trois boucles imbriquées, dont chacune est
dexé sur au plus n valeurs.

Section 8.2

1. a) Degré 3 b) Non ¢) Degré 4 d) Non e) Non f) Degré

2 g) Non 3.a)an=32x byan=2¢c)an=
327230 dyau=6-24-2-n2 " @an=n(-2)u
f)an:2n-((72)v‘u Y g)u(rn?(slt:eJrI/Z)m-(-1/2)n|
San=w 0 o 0 T2uni+(=1)u]/3

9.a)Pn=1.2Pn1+0.45Pn-2, Po=100, 000, P1=
120, 000 b) P »= (250, 000/3) (3 /deux ) »+ (50, 000/3) (-3 /dix ) »

et le dernier terme est C (k, k) . Par I'identité de Pascal, nous avons
an=1+Cm-2,0)+Cm-2,1)+Cm-3,1)+C(n-
3,2)++Cn-kk-2)+Cn-kk-1)+1=
+Cm—-2,1)+Cm-3,2)++C(n-kk-1)+C(n-
2,0)+Cm-3,1)++Cm-kk-2)+l=an-1+an2

car| m-1)/2]=k-1=[(-2)/2]. Unsim-

Le calcul ilaire fonctionne lorsque n est impair. Par conséquent, { a » } satisfait
la relation de récurrence a » =an-1+ an-2 pour toutes les positions
entiers n, n>2. Deplus, a 1 =C(1,0)=1et
a2=C(2,0)+C(1,1)=2,quisontf2etf3.1l

il s'ensuit que @ » = fn+1 pour tous les entiers positifs 7 . 19. a n =
(n2+3n+5)(=1)n 21. (a1, 0tar, 1ntai,2n2tai,3n3)+
(@2.0+a2 n+a221n2)(=2)n+(@so+as in)3ntaso(=4)n
23.a)3an-1+2a=3("2)n+t2a=2a(-3+1)=
2n+s1=anb)an=0a3 n=2n+1 Qan=3ne1-2n+1
25.a)A=-1,B=-7
Qan=11-2n-n-727.a)p3sns+tporn2+tpintpo
byn2po(=2)n €n2(pin+tpo)?2 ! d)(p2n2+tpintpo)éd
ena(panatpintpo)(—2)n fyna(panatpsns+
pan2tpintpo)2 " g@po  29.a)an—a2 nt3us

BYan=-22,+3nu1 3an=a2 "TE3 wmne
2n|+3n/2+21/qua‘rre}lan:(a+/fn+nz+nz/six)2 "

35.a, 4 2n-n2/4-cinqn/2+1/8+(39/8)3 "

oan=nm+1)m+2)/639.a)1,~1,i-ibyan=

1 I

4-1 4(_1)n+2'l4in‘1‘2’1 4(-1)(n \;4)1,,1)Urllsat{on(ielgf(rrmule
I+ s |y = 5 |<
2

ba. —o2rn-T

pov,\llrfu,onvoitque Sr-nd ‘\‘5 >
1/ 5<1/2(Celaisignifie que /' est le nombre entier
esta b ) 5o b) Moins quand » est pair; plus grand

quand » est impair 43. a » = St +2fn -1
45.a)an=3an-1+4an-2,a0=2,a1=6b)an=
[4ni+(-1)n]/547. 2)unn=2an1+(n-1)10, 000
byun»=70,000-2 »1-10,0007-10,000 49.an=
5ndex/12+ 13 n/12+ 1 51. Voir le chapitre 11, Section 5 dans
[Ma93].53.6 " 4n1/n

Section 8.3

1. 14 3. La premicre étape est (1110 )2(1010 )2 =(247+
22)(11)2(10)2+22[(11)2-(10)2][(10)2-(10)2]+
(22+1)(10)2-(10)2.Le produit est (10001100 ) 2.
5.C=50,665C+729=33,9797.a)2b) 4

¢)79.a)79b)48, 829 ¢) 30, 517, 579 11. O (log n)

13.0 (niogs2) 15.517. a) Etape de base: si la séquence a

juste un élément, alors la seule personne sur la liste est gagnante.

Etape récursive: divisez la liste en deux parties: la premiére moiti¢

et la seconde moitié - aussi équitablement que possible. Appliquer l'algo-
rithm récursivement a chaque moitié¢ pour trouver au plus deux
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des noms. Parcourez ensuite la liste entiére pour compter le nombre de
occurrences de chacun de ces noms pour décider lequel, le cas échéant,
est le gagnant. b) O (nlogn) 19.a)f(n)=f(n/2)+2
b) O (logn)21.a) 7b) O (logn)
23. a) procédure la plus grande somme (a1, ..., an)

meilleur : = 0 {la sous-séquence vide a la somme 0}

pouri:=1lan

somme : =0
pourj:=i+lan
somme : = somme + aj
si somme> meilleur alors meilleur : = somme
{ meilleur est la somme maximale possible de nombres
dans la liste}

b) O (n2) ¢) Nous divisons la liste en une premiére moitié¢ et une seconde
moiti¢ et appliquer l'algorithme récursivement pour trouver le plus grand
somme des termes consécutifs pour chaque moitié. La plus grande somme de
termes consécutifs dans toute la séquence est I'un de ces
deux nombres ou la somme d'une séquence de termes consécutifs
qui traverse le milieu de la liste. Pour trouver le plus grand
somme d'une séquence de termes consécutifs qui traverse la

milieu de la liste, on commence au milieu et on avance

pour trouver la plus grande somme possible dans la seconde moitié¢ de la liste,

et reculer pour trouver la plus grande somme possible dans le

premiére moiti¢ de la liste; la somme souhaitée est la somme de ces deux
quantités. La réponse finale est alors la plus grande de cette somme

et les deux réponses obtenues récursivement. Le cas de base est

que la plus grande somme d'une séquence d'un terme est la plus grande de
cenombreet0.d) 11,9,14e)Sm)=2Smn/2)+n,
Cm)=2Cm/2)+n+2,S(1)=0,C(1)=1

) O (nlogn), meilleur que O (n2) 25.(1,6)et(3,6)a

distance 2 27. L'algorithme est essentiellement le méme que le

algorithme donné dans l'exemple 12. La bande centrale a toujours une largeur
2 d mais nous devons considérer seulement deux boites de taille d x d plutot
de huit boites de taille (¢ /2 ) % (d /2 ) . La relation de récurrence

est la méme que la relation de récurrence dans l'exemple 12, sauf

que le coefficient 7 est remplacé par t 29 Aveck=logsn il
%e?ﬂlhquef(n) =arf(1)+ j=oajc(n/bj)a=arf(1)+

j=ocnd=akf(1)+kena=awginf(1)+c(logsn)ni=
niograf(1)+end Yooy n=naf(1)+cna log »n . 31. Soit
k=1og » n ot n est une puissance de b . Etape de base: sin =1
etk=0,alorscind+caniogra=ci+c2a=bdac/
(ba-a)+f(1)+bac/(a-ba)=f(1).Etape inductive:
Supposons vrai pour k,oun=>br .Alors pourn=>br-+1,f(n)=
af(n/b)+cna=a{[bac/(ba-a)](n/b)a+[f(1)+bac/
(@-ba)]-(n/b)iogra) } +cna=bac/(ba-a)naa/ba+
[f(1)+bac/(a-bai)]nigratcna=ndlac/(bai-a)+
ctha-a)/(ba-a)1+[f(1)+bac/(a-bic)]lnigra=
[bac/(ba-a)lna+[f(1)+bac/(a-ba)]lnigsa .33.Si
a>ba , puis log » a> d , donc le deuxiéme terme domine,
donnant O (n1ogea) . 35. O (n10gs5) 37. 0 (n3)

Section 8.4

1.f(x)=2(x6-1)/(x-1)3.2)f(x)=2x(1-x6) /(1=
x)b)x3/(1-x)e)x/(1-x3)d)2/(1-2x)e)(1+x)7

)2/(1+x) g [1/(1-x)]-x2h)x3/(1-x)25.2)5/(1-x)
b)1/(1-3x)¢)2x3/(1-x)d)(3—x)/(1-x)2¢) (1+x)8
T.a)ao=—64,a1=144,a2=-108,a3=27etan=0

pour tout n > 4 b) Les seuls coefficients non nuls sonta o= 1,
as=3,a6=3,a9=1.¢0)an=5n dyan=(-3)n3 pour
n>3,etao=ai1=a2=0ea0=8,a1=3,a2=2,

a =0 pour n impair supérieur a 2 et a » = 1 pour pair n supérieur
que 2 f) a » =1 sin estun multiple positif 4, a n=—1sin <4,
etan=0sinong)an=n-lpourn>2ctao=a1=0
h)an=2n+1/n19.2)6b)3¢)9d)0e)511.a) 1024

b) 11 ¢) 66 d) 292 864 €) 20 412 13. 10 15. 50 17. 20
19./)=1/[(1-x)(1-x2)(1-x5)(1-x10)]

21.1523. a)xa(1+x+x2+x3)2/(1-x)b) 6

25. a) Le coefficient de x » dans I'expansion de la série de puissance de
1/[(1=x3)(1=x4)(1=x20) ]b) 1 /(1-x3-x4-x20)¢) 7

d) 3224 27.2a)3b) 29 ¢) 29 d) 242 29.2) 10 b) 49 ¢) 2

d)431.a)G (x}-ao-aix-a2x2b) G (x2) ) x4G (x)

d)G(2x)e) ) GWdtf)yG((x)/(1-x)33.ar=2-3k—1
0

35.ak=18-3-1% 2 37.ak=k2+8 k+20+ (6 k—18)2
39.Soit G (x) = k= 0fkXk . Aprés avoir changé les indices de sommation
tion et en ajoutant des séries, §oys voyons que G (x)-xG (x)-x2G (x) =
for(h foter k=2(fk-fk-1-fk-2) Xk

0+x+ . Par conséquent, G (x) - xG (x) -x2G (x) =
x.La resolutlon de G (x) donne G (x) =x/(1-x-x2).

Par la méthode des fractions pastielles, on peut montrer que
F(1-x-x2)= (17 S)[1/(1-a9)-N/(1-p9) ],
ola=(1+ 5)/3ef=(1- 5) /2. Utilisation du
fait glie 1 /zlc— ox) = t—oakx » ils'ensuitiue G (x) =

(1 5): k-0 (ak-fr) Yeo . Par conséquent, fx= (3 ) (ak-fk).

41.2a) Soit G (x) = w-0Cxn Ctrglyfonction génératrice
E)gr{Cz}"AlorsG(x)Z: n=0(L 2k=0CkCn-k) xn=
k= 0QU€n-1-k) xn-1= n=1Cuxn-1 - Parconséquent,
xG () \Cnxn »cequiimplique que xG (x) 2 -
G (x)+1=0.L gppllcatlon de la formule quadratique montre que
GE)=1= ZL ** Nous choisissons le signe moins dans ce for-
mula parce que le choix du signe plus conduit a une diviion — (2,)
par zéro. b) Par l'exercice 40, (1 -4x) -1/2= n=0 o, Y.
Intégration terme par ferme (qui est valide par o ;heoreme docyl-
Xn+l=
cugs)montrcq(uc”) 0(1 —49 1 fdi= P MM
x =
=0 an - Car 41 -12dr=1- 2 (20

1

xG (x) , I'équivalence des coefficients gnontre que Cn = !
¢) Vérifiez I'é¢tape de base pourn=1, 2, 3, 4, 5. Supposons
I'hypothése inductive que C = 2lz" _, pourl<j<
i,ognE&AlorsC" = 0 Cx Crin >
2nA7—(}1 2)2 n-1/4>
’5(1CkCn k-1>Mm-2)2
2 . 43. Application du théoréeme binomial a I'égalité S omen
(]+X)m+n=f!”+)€)m(l+X)tt ¥ montre que -0 C (i +
BHSTAZr vm0C(m r)xre HoC(n, r)xr B

r=0 k=0C (m, r-k) C(nk X7 La comparaison des coefficients
cients donne l'identité souhaitée. 45. a) 2 e « b)e-x ¢)esx
d)xes+ex 47.a)an  —(7n bya, ~3°2n



an=3n-32x dyan=(-2)s pourn>2,a1=-3,
ao=2ean=("2)ntn!f)an=(-3)n+tn! 2n
pourn>2,a0=1,a1=-2g)an=0sin estimpair et
an=n!/(m/2)!sinestpaird9.a)an=6an-1+8n-1
pour n> 1, a0=1b) Lasolution générale de l'association
La relation de récurrence homogene linéaire est a () . a6 "

K Lo w
Une solution particuliére est unn = !
nt1

. Par conséquent, le général
5-
. En utilisant la condition initiale,

:.,7&3 n) /2. ¢) Soit

. En utilisant la relation de récurrence pour { a « §, il

lasolution esta n=a 6
R . 2:8n
il s'ensuit quga=1 , - Par conséquent, a »

G(X): k=0akXxk

on peut montrer que G (x) =6 xG (x) = ( 1-7 x) / ( 1-8 x) . Par conséquent,
G (x)=(1-7x) /[ (1-6 x) ( 1-8 x) ]. En utilisant des fractions partielles,
il en résulte que G (x) = (1 /deux ) /(1-6x) + (1/deux ) /(1-8x) .

A laide du tableau 1, il s'ensuit que @ n = ( 6 nt8n)/2.
51. [N e e S53.(1+x) (1+x)2(1+x)3

55. Les fonctions génératrices obtenues dans les exercices 52 et 53

sont égaux parce que (1+x) (1+x2) (1+x3) = =1-x2 o lasaa
i;j'“zl [ N Y B ST-a)Gx(l)=
mkEﬂ:}](X=k)']k= k=P X=k)=1b)Gx(1)=

¥ k=op (X=K) xi[x=1= k=0p (X=k) k-Yhet|x=1=
imop (XK= kEEM O Gx(1) = e aop (X=
JRklmr= beop (X=K) -k (k-1) xk2|s-1=

k=0p (X=k) - (k2-k) =V (X) + E (X)2- E (X) . Combiner
cela avec la partie (b) donne les résultats souhaités. 59. a) G (x) =
pu/(l-qx)m b) V(x)=mq/p2

Section 8.5

1.2) 30 b) 29 ¢) 24 d) 18 3. 1% 5. a) 300 b) 150 ¢) 175

d) 100 7.4929.974 11. 55 13. 248 15. 50.138 17. 234

19.|A1U 42U A3U AaU As|=|A1|+|A2|+|A3]|+|A4|+
[As|-|A1NA2|-]A1NA3|-[A1NA4][-|A1NAs]-|42N
Az|-|A2NAa|-[A2NAs5]-|A3NAa|-|A3NAs|-|44N
As|+|A1NA2NA3|+|A1NA20A4|+[A1NA20A45|+|41N
AsNAa|+]A1NAsNAs|+[A1NAsNAs|+]|A2NA3N A4+
|[A2NA3NAs5|+|A2NAaNAs|[+]|A3sNA4NAs5|-|A1NA420N
A3sNAa|-|A1NA20A3NAs|-[Ar1NA2NAaNAs|-|41N
A3sNAsNAs|-|A2NA3NA4aNAs5|+|A1NA20NA3NA4NA5|
21.|A1UA2UA3U AaU AsU As|=|A1|+|A2|+[A3|+|Aa|+
|[As|+]Ade|-|A1NA2|-[A1NA3|-|A1NA4|-|41NA5]|-
|[A1NAs|-]A2NA3[-|A2NAa|-|A2NAs5|-|A2NA6|-|A3N
Aa|-|A3NAs|-|A3NAe|-|AaNAs|-|AaNAs|-|A5NAs6|
23.p(ETUE2UE3)=p(E1)+p(E2)+p(E3)-p(E1N
E2)-p(ExNE3)-p(E2NE3)+p(E1NE2NEs3)
25.4972/71,29527.p (E1U E2U E3U EaU Es) =
p(E1)+p(E2)+p(Es)+p(E4)+p(Es)-p(E1NE2)-
PEINE3)-p(E1NE4)-p(E1NEs)-p(E2NE3)-p(E2N
Es)-p(E2NEs)-p(EsNE4)-p(E3sNEs)-p(E4aNEs)+
PETNE2NE3)+p((E1NE2NE4)+p((E1NE2NEs)+p(E1N
E3sNEs)+p((E1NE3NEs)+p(ETNEsNEs)+p((E20NE3N
E4)+{L’f€'zﬂEaﬂEf‘)+p(E20E4ﬂf5)+p(EzﬂE4ﬂE5)

?.p i=1Ei 1zisap (Ei) - Is.<,s»p(E.(‘ﬂ’?’,)+ )
1sig<kznp (EiN EjN Ek) -+ (=1 )n+1p i=1Ei

Réponses aux exercices impairs S-51

Section 8.6

1.753.65.467.9875 9. 540 11. 2100 13. 1854

15. a) D100/ 100! b) 100 D 99/100! ¢) C(100,2)/100!
d)0e)1/100!17.2, 170, 680 19. Par I'exercice 18, nous
ontDn-nDn-1=-[Dn-1-(n-1)Dn-2]. Itérat-

ing, nous avons D n-nDn-1=-[Dn-1-(m—1)Dn2]=
“[-(MDn-2-m-2)Dn-3)]=Dn-2-(n-2)Dn-3=

= (=1)a(D2-2D1)=(~1)a arD=ley,

D 1=0.21. Lorsque n est impair 23. ¢ (n) =n - ot
. . mn (o

I<igism  Pipi CUE e T mn @71, 25.4

27.Myanm fonctions d'un ensemble avec m éléments a un

ensemble avec n éléments, C (n, 1 ) (n-1)m  fonctions d'un ensemble

avec m ¢éléments a un ensemble avec 7 éléments qui manquent exactement
un élément, C(n,2) (n-2) m
¢éléments a un ensemble avec n éléments qui manquent exactement deux éléments

fonctions d'un ensemble avec m
et ainsi de suite, avec C (n, n-1) 1'm fonctions d'un

ensemble avec m éléments a un ensemble avec 7 éléments qui manquent exactement
n -1 éléments. Par conséquent, par le principe de l'inclusion-exclusion,
ilyanm-Cm, 1) mn-1)m+Cm,2)(n-2)m--+

(=1)n1C(mon-1)"1m  gyries fonctions.

Exercices supplémentaires
l.aydn =4A4n-1 b)A1 =40¢)An =10-4.
3.a) M= M1+ 160, 000 b) M1= 186, 000 ¢) M =
160, 000 7 +26,000d) T'n=Tn-1+ 160, 000 n + 26, 000
e 7»=80,000n2+106,000n5. a)unn=an2+an-3
b)a1=0,a2=1,a3=1¢)ann=127.a)2b)5¢) 8
d)169.an=2x 1l.an=2+4n/3+n2/2+n3/six
13.an=an2tan-3 15. a) Dans les conditions données,
une sous-séquence commune la plus longue se termine clairement au dernier terme
dans chaque séquence, donc @ m = b n = cp . De plus, un
sous-séquence commune de ce qui reste de la a- séquence et la
b -la suite de la suppression de ces derniers termes doit former le
début d'une sous-séquence commune la plus longue de l'original
séquences. b) Sicp=a m, alors la plus longue subdivision commune
l'apparence de la quence un -Séquence doit se terminer avant
la fin; par conséquent, la séquence ¢ doit étre une plus longue commune
sous-séquencedea 1, a2, .., am-1ethi, b2, .., bu.le
l'autre moitié est similaire.
17. durée de la procédure (a1, ..., am, b1, ..., bn: séquences)
pouri:=lam
L(Gi,0):=0
pourj:=1lan
L(0,j):=0
pouri:=1lam
pourj:=lan
siai=bjalorsL (i,j):=L(i-1,j-1)+1
sinon L (i, j) :=max (L (1,j-1), L (i-1,)))
retourner L (m, n)
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19.f()=(4n2-1)/321.0 (n4) 23. O (n) 25. Utilisation
seulement deux comparaisons, l'algorithme est en mesure de réduire la

rechercher m jusqu'a la premiére moitié ou la seconde moiti¢ de la

séquence originale. Puisque la longueur de la séquence est coupée

la moitié a chaque fois, seulement environ 2 log 2 # comparaisons sont nécessaires

dans tout. 27.a) 18 n + 18 b) 18 ¢) 0 29.(@nbn)=
anstbni-anbn=ans1(bnsi-bn)+tbn(antisan)=

anst bughaan 31.2)$0it G (x) = * o oanxa -alors
GH= =1 n-1= n=om+1)ant1xn - Donc,
G-G= n=o[(n+1)an+1-an]xn= n=0xn/n!=
€x_ comme voulu. Que G (0 ) = a o= 1 est donné. b) Nous avons
[exG(X)]=e-xG(x)-exGX)=e-x[G(X)-G(x)]=
e-x-ex=1.Parconséquent, e-x G (x) =x+ ¢, ou c est une constante.
Par conséquent, G (x) = xe x + ce x - Parce qug ¢ (0)=1,il
i‘egsuitquec: 1. (?:I;{ous avons G (x) = S weoxni1/n !+

ne

xn/nl= n=1xn/(m—1) !+ n=0xn/n!. Donc,
1/(m-1)!+1/n!pourtoutn>1,etao=1.33.7
35.110 37.0 39. 2) 19 b) 65 ¢) 122 d) 167 e) 168
41.Dn-1/(n-1)!43. onze/32

CHAPITRE 9
Section 9.1

1.a){(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}b){(1,3).(2,2),
(3,1),(4,0)}9{(1,0),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),(3,2),
(4,0),(4,1),(4,2),(4,3)}d){(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(2,0),(2,2).(3,0).(3,3),(4,0)}e{(0,1),(1,0),(1,1),
(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1),(4,3)}
NH{(1,2)(2,1)(2,2)} 3.a) Transitif b) Réflexif,

symétrique, transitif ¢) Symétrique d) Antisymétrique

e) Réflexif, symétrique, antisymétrique, transitif

) Aucune de ces propriétés 5. a) Réflexive, trans-

sitive b) Symétrique ¢) Symétrique d) Symétrique

7. a) Symétrique b) Symétrique, transitive ¢) Symétrique

d) Réflexive, symétrique, transitive €) Réflexif, transi-

tive f) Réflexive, symétrique, transitive g) Antisymétrique

h) Antisymétrique, transitif 9. Chacune des trois propriétés

est vide de satisfaction. 11. (¢), (d), (f) 13. a) Non irréflexible

ive b) non irréflexif ¢) non irréflexif d) non irréflexif

15.Oui, parexemple { (1, 1) } le {1, 2} 17.(a, b) €R

si et seulement si @ est plus grand que b 19. (a) 21. Aucun
23.YaVb[(a,b) ER— (b,a)/ER]25.2

27.a) { (a, b)| bdivisea } b) { (a, b) | a ne divise pas
b} 29. Le graphe de /-1

mn

31.a) { (a, b) | un est requis pour
luoualub } b) { (a b)|a estnécessaire pour lire et a

lire b } ¢) { (a, b) | soit a est requis pour lire » mais n'a pas

le lire ou @ a lu b mais n'est pas obligé de} d) { (a, b) | une

est nécessaire pour lire b mais ne l'a pas lu} e) { (@, b) |aa

lire b mais n'est pas obligé de} 33. S°R={ (a, b) | a estun

parent de b et b aun frére}, R° S = { (a, b) | a est une tante

ouoncleded } 35.a) R2b) Rec) Rad) R3e) @ f) R1

g)R4h)R4 37.a)Rib)R2c¢) R3d) R2e) R3 )R>
g)R2h)R2 39. b a obtenu son doctorat auprés d'une personne
qui a obtenu son doctorat sous un ; il y a une séquence

de n + 1 personnes, commencant par a et se terminant par b , tel

que chacun est le conseiller de la personne suivante dans la séquence
4l.a){ (a,b)|a-b=0,3,4,6,8,0u9 (mod12) }

b) { (@, b)la=b(mod12)}¢){ (a b)|a-b=3,6,
ou9(mod12)}d){(a b)la-b=40u8(mod12)}

e {(ab)|la-b=3,4,6,8,0u9(mod12)}43.8

45.2) 65, 536 b) 32, 768 47. 2) 2 R S K S

c)}nm—l;/z d)znlnrl) e)zn(nfl)/Z
49. 11 peut ne pas y en avoir b . 51. Si R est symétrique et
(a, b) € R, puis (b, a) € R, donc (a, b) € R -1

02r11—2'2n1n*l)

. Par conséquent,
RCR-1  Deméme, R-1 CR.DoncR=R-1 . Inversement, si

R=R-1 ct(a b)€R,puis(a b) ER . De sorte que (b, @) ER.
Ainsi, R est symétrique. 53. R est réflexif si et seulement si

(a, a) € R pour tout a € 4 si et seulement si (a, a) € R -1 [car

(a, a) € Rsietseulementsi(a, a) € R-1 ] si et seulement si R - est

flexive. 55. Utilisez l'induction mathématique. Le résultat est trivial
pour n = 1. Supposons queeRtréflexif et transitif. Par Theorem

1,Rn1 CR.PourvoirqueRC Ru+1=Rn°R, laissez (a, b) ER.
Par I'hypothése inductive, R » = R et donc, est réflexive.

Ainsi (b, b)) ERn . Donc (a, b) € Rn+1 . 57. Utilisez des
induction ématique. Le résultat est trivial pour n = 1. Supposons que R »
est réflexif. Alors (a, a) € Rn pour toutun € A et (a, a) ER.
Ainsi (@, a) ERn°R=Rn+1
par exemple, prenezR= { (1,2),(2,1)}.

pour tout un € 4 . 59. Non, pour

Section 9.2

1.{(1,2,3),(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4)} 3. (Nadir, 122,
34, Detroit, 08:10), (Acme, 221, 22, Denver, 08:17), (Acme,

122, 33, Anchorage, 08:22), (Acme, 323, 34, Honolulu 08:30),
(Nadir, 199, 13, Détroit, 08:47), (Acme, 222, 22, Denver,

09:10), (Nadir, 322, 34, Detroit, 09:44) 5. Compagnie aérienne et vol
numéro, compagnie aérienne et heure de départ 7. a) Oui b) Non ¢) Non
9. a) Numéro de sécurité sociale b) I n'y a pas deux personnes avec
le méme nom qui se trouve avoir la méme adresse.

¢) Il n'y a pas deux personnes du méme nom vivant ensemble.

11. (Nadir, 122, 34, Détroit, 08: 10), (Nadir, 199, 13, Détroit,
08:47), (Nadir, 322, 34, Détroit, 09: 44) 13. (Nadir, 122,

34, Detroit, 08: 10), (Nadir, 199, 13, Detroit, 08: 47), (Nadir,

322, 34, Détroit, 09: 44), (Acme, 221, 22, Denver, 08: 17),

(Acme, 222, 22, Denver, 09: 10) 15. P3.5.6

17. Destination de la compagnie aérienne
Nadir Detroit
Acmé Denver
Acmé Ancrage
Acmé Honolulu
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19. Partie_ Couleur_ 9! 4 a1 !
Numéro de fournisseur Quantité du projet code
23 1092 1 2 2
23 1101 3 1 1 : ; : :
23 9048 4 12 2 21. Pour simplifier, nous avons indiqué des paires d'arétes entre
31 4975 3 6 2 les deux mémes sommets dans des directions opposées en utilisant un double
31 3477 2 25 2 pointe de fléche, plutdt que de tracer deux lignes distinctes.
32 6984 4 dix 1
32 9191 2 80 4 une) ., 2 , N ’
33 1001 1 14 8
21. Les deux cotés de cette équation choisissent le sous-ensemble de R con- R . R . : ¢

composé de ces n -tuples satisfaisant a la fois aux conditions C1et C2.

23. Les deux cotés de cette équation choisissent I'ensemble des n -tuples
23.{(a,b),(ac),(bc)(cb)}25 @c),(ba,(d,
(d, b)27.{ (a,a),(@ab),(ac),(ba,bb,bo,(ca,

(¢, b),(d d)} 29. Larelation est asymétrique si et seulement

qui sont dans R, sonten S, et satisfaire a la condition C . 25. Les deux
cotés de cette équation choisir les m -tuples consistant en
i1e i2éme, ..., i miéme composantes de 7 - uplets dans les deux R ou S .

. si le graphe orienté n'a pas de boucles ni de chemins fermés de
27.S0itR={(a, b) }etS={(a,¢)},n=2,m=1,

etit=1;P1(R-S)={(a) }, mais P1(R)-P1(S) = 2.
29.a) Jasuivide P1,3b) (23,1),(23,3),(31,3),(32,4)
31. Il n'y a pas de clé primaire.

longueur 2. 31. Exercice 23: irréflexif. Exercice 24: réflexe

ive, antisymétrique, transitive. Exercice 25: irréflexif, anti-
symétrique. 33. Inversez la direction sur chaque bord du
digramme pour R . 35. Preuve par induction mathématique. Base
étape: triviale pour n = 1. Etape inductive: supposons vrai pour k .
Parce que Rk+1 =R« °R,samatriceestMR{8 Mg .[ff.rl]le

hypothése inductive c'est Mz © M _
Section 9.3 yp =M R

[ 1 1
La)y g b) 010 Section 9.4
Looo 1 Lo !
000 001 1.a){(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,0),(3,3)}
[ [ 1 B) £(0,1).(0,2),(0,3).(1,0).(1,1).(1,2).(2,0),(2,1),
! I-lll I l’e)|_001 ] (2,2),(3,0)}3.{(a b)|adivise b oub divisea }
011 000
001 100 5. e b sept. e 5

3.a)(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3.3)b)(1,2),(2,2),
(3.2)9(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),

(3,3 ) 5. Larelation est irréflexive si et seulement si la di-

¢ ré c ré
agonal de la matrice ne contient que 0s. 7. a) Réflexif, sym- 9.2) » b e b O N
métrique, transitive b) Antisymétrique, transitive ¢) Symétrique

9. 2) 4950 b) 9900 ¢) 99 d) 100 e) 1 11. Changer chaque 0

a1 etchaque1a0.
[ 1 T 1 _ , .

)01t R IR IR | ‘ S b

110 001 111 11.a) b by " b

101 010 111
15. a) |.001 ] b) 110 ] ¢ 011 ]

110 011 111 . ré . ré

011 111 111 .

9
17.n2-k
19.2)1 4 b)
1 4
c ré
’ : 2 3 13. La fermeture symétrique de R est R U R-1 M«rura

MrRVMri=MrVM 1[( . 15. Seulement lorsque R est irréflexif,
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auquel cas il s'agit de sa propre fermeture. 17. a, a, a, a;a, b, e, a;
adeaibccbibeabscbcecicebceseccece;re
ead;deed;eabeseadesedeecieede;ee,

eel9.a){(1,1),(1,5),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3).(3,4),
(4.1),(4,5),(5,3),(5,4)ib){(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),

ouvert la méme année; une classe d'équivalence se compose de
I'ensemble des batiments ouverts au cours d'une année donnée (tant
était au moins un batiment ouvert cette année-13). (2) Deux batiments
sont équivalents s’ils ont le méme nombre d’histoires;

les classes d'équivalence sont l'ensemble des batiments d'un étage, le

(2,1),(2,5),(3,1),(3,3),(3,4),(3,5),(4,1),(4,2),(4,3) ensemble de batiments de 2 étages, etc. (une classe pour chaque n pour

(4,4).(5,1),(5,3),(5,5)19{(1,1),(1,3),(1,4),(1,5),

qui comprend au moins un batiment a étages n ). (3) Chaque construction

(2,1).(2,2).(2,3),(2,4),(3,1),(3,2).(3,3).(3,4).(3,5) dans lequel vous avez une classe équivaut a chaque batiment
(4,1),(4,3),(4,4),(4,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4).,(5, ”é]uevousavezuneclasse(ycomprislui-méme), et chaque batiment

(L, 1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,3),(2,4),

dans lequel vous n'avez pas de classe équivaut a chaque batiment

(2,5),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(4,1),(4,2),(4.,3) dans lequel vous n'avez pas de classe (y compris elle-méme); il y a

(4,4).(4,5).(5,1),(5,2),(5,3).(5,4).(5,5)}9{(1,1),

deux classes d'équivalence - I'ensemble des batiments dans lesquels vous

(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2.5) ayoir une classe et I'ensemble des batiments dans lesquels vous n'avez pas
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(4,1),(4,2),(4,3).(4,4) (en supposant que ceux-ci ne sont pas vides). 7. La déclaration « p

(4.5),(5,1),(5.2),(5,3).,(5.4),(5.5)}D{(1,1),(1.2),

est équivalent a ¢ "signifie que p et ¢ ont les mémes entrées

(1,3).(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4).(2,5).,(3, ])dansleurslablesdevérité.Restréﬂexif,carpaleméme
(3.2).(3,3).(3,4).(3,5),(4,1),(4,2),(4.3).(4,4) . (4,5) able de vérité comme p . R est symétrique, car si p et ¢ ont la méme chose

(5,1),(5,2),(5.3),(5,4).(5,5)} 21.a)S'ily aun étudiant
dent ¢ qui partage une classe avec a et une classe avec b b) Si

il y a deux étudiants ¢ et d tels que a et ¢ partagent une classe,

¢ et d partagent une classe, et d et b partagent une classe ¢) S'ily a

est une séquence s o, ..., s » d'¢léves avec n > 1 telle que
so=a,sn=b,etpourchaquei=1,2,.. n,siet

fUalc pmmge)uﬂe clasEE 23. Le résultat résblte de®R=)-1=

n=1Rn B n=1(Rn)1= n=1Rn=Rx

[ 1T T 1
5 g1 b 0000

{1111 } llOll }
11 1011
1111 1011

[ 1T T 1
9 0111 LR

{0011 J l1111 j
0001 11t
0000 1111

27. Réponses identiques a celles de l'exercice 25.29.a) { (1,1),(1,2),
(1.4),(2,2),(3.3),(4,1),(4,2),(4,4)}b){(1,1),
(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,3),(4,1),(4,2),
(4,4)19{(1,1),(1,2),(1,4),(2,1).(2,2).,(2,4).(3,3),
(4,1),(4,2),(4,4)} 31. Algorithme 1: O (n 3.8) ; Algorithme

2: 0 (n3) 33. Initialiser avec A : = M r V I » et boucle seulement
pouri:=2an-1.35. a) Parce que R est réflexif, tout

la relation qui la contient doit également étre réflexive. b) Les deux { (0,0),

(0,1),(0,2),(1,1),(2,2)}et{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),

(2,2) } contiennent R et ont un nombre impair d'éléments, mais

aucun n'est un sous-ensemble de l'autre.

table de vérité, alors ¢ et p ont la méme table de vérité. Sip etgq

ont les mémes entrées dans leurs tables de vérité et ¢ et  ont la

mémes entrées dans leurs tables de vérité, alors p et » font aussi, donc R est
transitif. La classe d'équivalence de T est I'ensemble de tous les tautolo-

gies; la classe d'équivalence de F est I'ensemble de toutes les contradictions.

9.a) (x, x) € Rcar f(x) =f(x) . Par conséquent, R est réflexif.

(x, y) € Rsietseulement sif(x) =f(v), qui vautsiet

seulement sif'(y) = f (x) si et seulement si (y, x) € R . Par conséquent, R est
symétrique. Si(x, y) € Ret (¥, z) € R, alors f(x) = ()

etf(y)=f(z) . Par conséquent, f(x) = f(z) . Ainsi, (x, z) ER .

11 s'ensuit que R est transitif. b) Les ensembles /-1 (b) pour b dans

la plage de /° 11. Soit x une chaine de bits de longueur 3 ou plus.

Parce que x est d' accord avec lui - méme dans les trois premiers bits, (x, x) € R .
Par conséquent, R est réflexif. Supposons que (x, y) € R . Alors x ety

d'accord dans les trois premiers bits. Par conséquent, y et x sont d'accord dans le premier
trois bits. Ainsi, (v, x) € R. Si (x, y) et (, z) sont dans R, alors

x et y s'accordent dans les trois premiers bits, tout comme y et z . Par conséquent, x
et z sont d'accord dans les trois premiers bits. Par conséquent, (x, z) € R . Ca suit
que R est transitif. 13. Cela découle de I'exercice 9, ou

fest la fonction qui prend une chaine de bits de longueur 3 ou plus pour

la paire ordonnée avec son premier bit comme premier composant et

le troisieéme bit comme deuxiéme composant. 15. Pour la réflexivité,
((a, b), (a, b)) € Rcara+ b=>b+ a.Pour la symétrie, si

((a, b), (c,d) €ER,alorsatd=b+c,doncc+b=d+a,

si((c, d), (a, b)) € R . Pour la transitivité, si ((a, b), (¢, d)) € R
et((c,d), (e,f)) ER,alorsa+d=b+cetcte=d+f,
doncat+d+ct+e=b+ctd+f,doncate=b+f,

si((a, b), (e f)) € R . Une solution plus simple consiste a noter qu'en
algebre, la condition donnée est la méme que la condition que

f((a, b)) =[((c,d),ouf((x,y) =x-y;donc par

Exercice 9, c'est une relation d'équivalence. 17. a) Cette
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Section 9.5

1. a) Relation d'équivalence b) Non réflexive, non transitive
¢) Relation d'équivalence d) Non transitive ) Non symétrique,
non transitive 3. a) Relation d'équivalence b) Non transitive

¢) non réflexif, non symétrique, non transitif d) équivalence
relation e) Pas réflexif, pas transitif 5. Beaucoup de réponses

sont possibles. (1) Deux batiments sont équivalents s'ils étaient

a le méme nombre de 1 que lui. R est symétrique car

s et t ayant le méme nombre de 1 implique que 7 et s /e font.

R est transitif car s et # ayant le méme nombre de 1,

et ¢ et u ayant le méme nombre de 1 implique que s et

vous avez le méme nombre de 1. 27. a) Les ensembles de personnes

le méme age b) Les ensembles de personnes avec les mémes deux parents

29. L'ensemble de toutes les chaines de bits avec exactement deux 1. 31. a) Le

bas de I'exercice 9, ou la fonction f'de I'ensemble des i
fonctions différenciables (de R a R') a I'ensemble des fonctions

(de R a R ) est l'opérateur de différenciation. b) L'ensemble de tous

fonctions de la forme g (x) = x 2+ C pour une constante C

19. Cela découle de I’exercice 9, ou la fonction fde

I'ensemble de toutes les URL vers I'ensemble de toutes les pages Web est la fonction
qui attribue a chaque URL la page Web de cette URL.

21. Non 23. Non 25. R est réflexif car une chaine de bits s
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deux réflexions et inversement la composition de deux réflexions

tions est une rotation. Par conséquent, (C 1, C2) appartient a R si et seulement
si C2 peut étre obtenu a partir de C 1 par une composition de

tions. Dong, si (C 1, C2) appartient a R, il en va de méme (C 2, C 1) parce que
l'inverse de la composition des réflexions est également une

position des réflexions (dans l'ordre inverse). Par conséquent, R est
symétrique. Pour voir que R est transitif, supposons (C'1, C2) et

ensemble de toutes les chaines de bits de longueur 3 b) L'ensemble de toutes les chaines deshitgppartiennent a R . Prendre la composition du reflet

de longueur 4 qui se terminent par 1 ¢) L'ensemble de toutes les chaines de bits de Dans chaque cas, une composition de réflexions

longueur 5 qui se termine 11 d) L'ensemble de toutes les chaines de bits de longueur 8

cette fin 10101 33. Chacune des chaines de 15 bits de longueur moins
que quatre est dans une classe d'équivalence en soi: [ 1] r+ ={i}
[0] = {0}, [1] rs= {1}, [00] 4= {00}, [01] rs= {01},

< [111]ra= {111}. Les 16 classes d'équivalence restantes

sont déterminés par les chaines de bits de longueur 4: [0000] 7+
{0000, 00000, 00001, 000000, 000001, 000010, 000011,

0000000, .., [0001] xs = {0001, 00010, 00011, 000100,
000101, 000110, 000111, 0001000, ... },..., [1111] r4 =
{1111, 11110, 11111, 111100, 111101, 111110, 111111,

1111000, ... } 35.2) [2] 5 ={ili=2(mod5)} =
{on=8,-3,2,7,12,..}b)[3]s={i[i=3(mod5)} =

{0 =7,-2,3,8,13,..}0)[6]5=1{i|i=6(mod5)}=
{on=9,-4,1,6,11,..}d)[3]s={i|i=-3
(mod5)}=1{.,-8,-3,2,7,12, .. }37.{6n+kln€Z}
pourk€ {0,1,2,3,4,5}3%.a)[(1,2)]={(a b)|la-b=
“1}=1{(1,2),(3.4),(4,.5),(5.,6), ... } b) Chaque équiva-

La classe de lence peut étre interprétée comme un entier (négatif, positif,
ou z¢éro); en particulier, [ (a, b) ] peut étre interprété comme a - b .

41. a) Non b) Oui ¢) Oui d) Non 43. (a), (c), (¢) 45. (b), (d),

©47.a) {(0,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),
(3.5),(4,3).(4,4).(4,5),(5,3).(5.4).(5.5)}b){(0,0),
(0,1),(1,0),(1,1),(2,2),(2,3),(3,2).(3,3).(4,4),
(4,5),(5,4).(5,5)}10{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),
(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,3).(3,4).(3,5),(4,3),

(4,4).(4,5),(5,3),(5,4),(5,5)}d){(0,0),(1,1),(2,2),

(3.3),(4,4).(5.5)} 49.[016 S [0]3,[1]6 S [1]3,
[216 € [2]5,[3]16 S [0]3,[4]6 S [1]3,[5]6 S [2]3 51. Soit

que (C 1, C3) appartient a R . b) Nous exprimons des colorations avec

séquences de longueur quatre, avec et b désignant le rouge et le bleu,
respectivement. Nous listons les lettres indiquant les couleurs de la partie supérieure
carré gauche, carré supérieur droit, carré inférieur gauche et inférieur

carré de droite, dans cet ordre. Les classes d'équivalence sont: { rrrr },
{ bbbb }, { rrrb, rrbr, rbrr, brrr }, { bbbr, bbrb, brbb, rbbb },

{ rbbr, brrb }, { rrbb, brbr, bbrr, rbrb }. 61. 5 63. Oui

65. R 67. Former d' abord la fermeture réflexive de R , puis former
la fermeture symétrique de la fermeture réflexive, et enfin

former la fermeture transitive de la fermeture symétrique de la
fermeture réfléchissante. 69.p (0)=1,p(1)=1,p(2)=2,
P(3)=5p(4)=15p(5)=52,p(6)=203,p(7) =877,
p(8)=4140,p (9)=21147,p (10 )= 115975

Section 9.6

1. a) Est un ordre partiel b) Non antisymétrique, non transitif

¢) Est une commande partielle d) Est-ce une commande partielle €) Non anti-
symétrique, non transitif 3. a) Non b) Non ¢) Oui 5. a) Oui

b) Non ¢) Oui d) Non 7. a) Non b) Oui ¢) Non 9. Non
11.0ui13.2) {(0,0),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1),(2,2)}
b)(Z, < ) (P(Z) C) d) ( Z+ , "Est un multiple de")

15. a) {0} et {1}, par exemple b) 4 et 6, par exemple
17.2)(1,1,2)<(1,2,1)b)(0,1,2,3)<(0,1,3,2)
¢(0,1,1,1,0)<(1,0,1,0,1)19.0<0001<001<

01 <010 <0101 <011 <11



A étre un ensemble dans la premiére partition. Choisissez un élément particulier x
de 4 . L'ensemble de toutes les chaines de bits de longueur 16 qui correspondent athubs

les quatre derniers bits sont I'un des ensembles de la deuxiéme partition, et 1
il est clair que chaque chaine de 4 se trouve dans cet ensemble. 53. Nous affirmons que chaque
classe d'équivalence [ x ] i est un sous-ensemble de la classe d'équivalence dix

[ x]rs . Pour le montrer, choisissez un élément arbitraire y € [x ]z .

Alors y est équivalent a x sous R 31, donc soit y = x soit y et x 5
comptent chacun au moins 31 caractéres et conviennent de leurs 31 premiers caractéres
personnages. Parce que les chaines d'au moins 31 caracteres 2

et se mettre d'accord sur leurs 31 premiers caractéres forcément sont au moins 8

caractéres longs et d'accord sur leurs 8 premiers caractéres, nous savons 0
que y = x ou y et x sont chacun d'au moins 8 caractéres
long et d'accord sur leurs 8 premiers caracteres. Cela signifie que y est 23.2)8 b) 2 3 5 sept 1113

équivalentax sous Rs, doncy € [x]rs.55. { (@, a),(a b),

(a,c),(ba),(bb),(bc,(ca),(ch),(cc,(dd,(d.e, 4 6

(e,d),(e e} 57.a)Zb) {n+1 1
X . 2|n € Z}59.a)Rest 3 5 sept

réflexive car toute coloration peut étre obtenue d'elle-méme via 2

une rotation a 360 degrés. Pour voir que R est symétrique et trans-

positif, utilisez le fait que chaque rotation est la composition de 1
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suit que x = y . Par l'exercice 40 (b) y est unique. Par conséquent, x est
<) 48 d) 64 unique. 43. a) Oui b) Non ¢) Oui 45. Utilisez des mathématiques
36 induction. Soit P (n) «Tout sous-ensemble avec n éléments d'un
le treillis a une limite inférieure au moins et une limite inférieure la plus grande.
FEtape de base: P (1) est vrai car la limite supérieure la moins élevée et
la borne inférieure la plus grande de { x } sont les deux x . Etape inductive: As-
supposons que P (k) est vrai. Soit S un ensemble avec k + 1 éléments.
Soitx € SetS=5- { x }. Parce que S a k éléments,
par I'hypothese inductive, il a au moins la borne supérieure y et
une plus grande borne inférieure @ . Maintenant, parce que nous sommes dans un réseau,
2 il y a des éléments z = lub (x, y) et b = glb (x, @) . nous

sont faites si nous pouvons montrer que z est la limite inférieure de
1 Set b est le plus grand minorant de S . Pour montrer que z est

25.(a, b),(a, c),(a,d), (b c) (b d,(aa),(bDb),(c,
(d,d)27.(a,a),(a g, (ad,(ae,(@f,bb,bg,
(b.d).(b,¢),(b.f).(c0.(cg.(cd.(ce, ). d,
@e.(gh.(gg.dd, (ee,)29.(a,{a}), cause w* y, ce qui est vrai parce que y est la borne supérieure la moins
(D, {b}). (2, {c}),({a}t,{ab}),({a}, {ac}),({b}, (a,b)):leS,etyAz,cequiestvraiparcequez:lub(x,y)4A

({by, {bc}),({cy, {ac}),({c}, {bc}),({ab},{ab c}), voir quez estlaplus petite borne supérieure de S, supposons que u est un
({acy, {abc})({bc},{ab c})31. Soit(S ")unfi-

poset nite. Nous montrerons que ce poset est le transi-

la borne inférieure de S, notons d'abord que si w € S, alors
w=xouw € S.Siw=xalors w” z parce que z est le
limite inférieure de x ety . Siw € S, alors w " z est-

borne supérieure de S . Notez qu'un tel élément u doit étre un
limite supérieure de x et y , mais parce que z = lub (x, y) , il suit

fermeture définitive de sa relation de couverture. Supposons que (a, b) soit

la fermeture réflexive transitive de la relation de couverture. alors
a=boua<b,donca” b,oubien il y aune séquence

al,az,..,antelsquea<ai<a2<-<an<b,dans

auquel cas encore a * b par la transitivité de *. Inversement,

que z * u . Nous omettons I'argument similaire selon lequel b est le grand-

is borne inférieure de S . 47. a) Non b) Oui ¢) ( Propriétaire,
{ Cheetah, Puma }), ( Restreint, { Cheetah, Puma }), ( Reg-

istered, { Cheetah, Puma }), ( Propriétaire, { Cheetah, Puma,
Impala }), ( Restreint, { Cheetah, Puma, Impala }), ( Enregistré,
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supposons que @ < b . Sia = b alors (a, b) est dans le réflexe
fermeture transitive passive de la relation de couverture. Sia < b et
iln'y apas dez tel que a <z < b, alors (a, b) est dans le champ

et donc dans sa fermeture transitive réflexive.

Sinon, soita < a1 <a2< -+ <an<bsoitle plus long

séquence possible de cette forme (qui existe parce que le poset

est fini). Ensuite, aucun élément intermédiaire ne peut étre inséré, donc
chaque paire (a, a 1), (a1, az2),. .., (an, b) setrouve dans le

lation, de nouveau (a, b) est dans sa fermeture transitive réflexive.
33.2a)24,45b) 3,5 ¢)Nond) Non e) 15,45 f) 15 g) 15,
5,3h)1535.a) {1,2},{1,3,4},{2,3,4} b) {1}, {2}, {4}
c¢)Nond)None) {2,4},{2,3,4} ) {2,4} g) {3,4}, {4}

h) {3, 4} 37. Parce que (a, b) » (a, b), " est réflexif. Si
(@i,a2)™(b1,b2)et(@r,a2)=(b1,b2),soita1<b1,soit
ar1=bi1eta2<b2.Dans les deux cas, (b 1, b2) n'est pas inférieur ou
¢gala (a1, az2) . Par conséquent, " est antisymétrique. Supposer que
(@i,a2)<(b1,b2)<(c1,c2).Alorssiai<bioubi<ct,
nous avons un 1 <c1,donc (a1,az2)<(ci,c2), maissiar1=bi1=cu1,
puis a2 <b2<c2,cequiimpliqueque (@1,a2)<(ci,c2).

Par conséquent, * est transitif. 39. Parce que (s, 7) * (s, #), " est re-
flexive. Si (s, )~ (u, v) et (u, v) (s, 1) ,alors s *u ™ s

ets” v t;par conséquent, s = u et = v . Par conséquent, " est
antisymétrique. Supposons que (s, ) * (u, v) * (w, x) . alors

s™hu, t™hv, uwetv”x. Ils'ensuit ques * w

etz ” x . Par conséquent, (s, 7) * (w, x) . Par conséquent, * est transitif.
41. a) Supposons que x soit maximal et que y soit le plus grand
élément. Puis x » y . Parce que x n'est pas inférieur a y , il suit

bas que x =y . Par l'exercice 40 (a) y est unique. Par conséquent, x est
unique. b) Supposons que x soit minimal et que y soit le petit-

&lément est. Alors x y . Parce que x n'est pas supérieur a y , il

la limite la moins haute des deux partitions. 51. Par exercice

45 il y a une borne inférieure et une borne inférieure la plus grande pour

I'ensemble du réseau fini. Par définition, ces éléments sont les
respectivement le plus grand et le moins. 53. Les moindres

ment d'un sous-ensemble dé # st cette paire qui a le plus petit
premiere coordonnée possible, et, s'il y en a plusieurs

paire, cette paire parmi celles qui ont le plus petit deuxiéme co-
ordonner. 55. Si x est un entier dans une séquence décroissante de

¢éléments de ce poset, alors tout au plus | x | les éléments peuvent suivre x

dans la séquence, a savoir les entiers dont les valeurs absolues sont
[x|-1,]x|-2,...,1,0. Il ne peut donc y avoir d'infini

séquence décroissante. Ce n'est pas un ensemble totalement ordonné, car

5 et -5, par exemple, sont incomparables. 57. Pour trouver
de deux nombres rationnels est plus grand, écrivez-les avec un positif
dénominateur commun et comparer les numérateurs. Montrer que

{ Guépard, Puma, Impala } ) d) ( Non propriétaire, { Impala,
Puma'}), ( Propriétaire, { Impala, Puma }), ( Restreint, {p Impala,

Puma }), ( Nonproprietary, { Impala }), ( propriétaire, { Impala }),
( Acces restreint, { Impala }), ( Nonproprietary, { Puma }), ( Propri-
etary, { Puma }), ( Restreint, { Puma }), ( Nonproprietary, @),

( Propriétaire, @), ( Restreint, @) 49. Soit
partitions d'un ensemble S avec P 1~ P2si P 1 estun raffinementde P2,

étre I'ensemble de tous

c'est-a-dire si chaque ensemble dans P 1 est un sous-ensemble d'un ensemble dans P 2

que (, ) est un poset. Parce que P P pour chaque partition P,
~ est réflexif. Supposons maintenant que P 1~ P2et P2 P 1. Laisser

T € P1.Parceque P 1" P2, il existe un ensemble 7 € P2 tel que

T CT.Parceque P2” P1ilyaunensemble 7 € P tel que

T C T.1llenrésulte que 7C 7. Mais parce que P 1 est une partition,
T=T, ce qui implique que 7= T'parce que TC TC T.

Ainsi, T € P> . En inversant les roles de P 1 et P2, il s'ensuit

. Tout d'abord, nous montrons

que chaque ensemble dans P2 est également dans P 1 . Par conséquent, P 1= P2 et est

antisymétrique. Supposons ensuite que P 1~ P2et P2 P3. Laisser
T € P1.Ensuite, ily aun ensemble 7 € P2 tels que 7 C 7. Car

P27 P3ilyaunensemble 7 € P 3 de telle sorte que 7' C 7. Ca signifie

que 7 C T'. Par conséquent, P 1 * P3 . Il s'ensuit que * est transitif.

La plus grande limite inférieure des partitions P 1 et P2 est la

partition P dont les sous-ensembles sont les ensembles non vides de la forme
TiNT20u0T1€PietT2€ P2.Nous omettons la justification

de cette déclaration ici. La limite la moins haute des partitions

P 1 et P2 est la partition qui correspond a I'équivalence

relation dans laquelle x € Sestlié¢eay € Ss'ilya

séquence x =x0, X1, X2, ..., X » =y pour certains non négatifs
entier n tel que pour chaque ide 1 an, xi-1 etxisontdans le
méme ¢lément de P 1 ou de P2 . Nous omettons les détails que c'est
une relation d'équivalence et les détails de la preuve que cela est
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transitif 3. ((a, b), (a, b)) E Rcara+b=a+b.
Par conséquent, R est réflexif. Si ((a, b), (¢, d)) € Ralorsa+d=b+c,
de sorte que ¢ + b=d + a . Il en résulte que ((c, d), (a, b)) ER .

Par conséquent, R est symétrique. Supposons que ((a, b), (c, d)) et
((c, d), (e, f)) appartiennenta R . Alorsa+d=>b+cet

c+f=d+ e.L’addition de ces deux équations et

un tractage ¢ + d des deux cotés donnea + f=b+e.

Par conséquent, ((a, b), (e, f)) appartient a R . Par conséquent, R est transitif.
5. Supposons que (a, b) € R . Parce que (b, b) € R, il s'ensuit que

(a, b) € R2.7.0ui, oui 9. Oui, oui 11. Deux enregistrements

avec des clés identiques dans la projection aurait des clés identiques

dans la version originale. 13. (UR)-1=-1UR-1= UR-I
15.a) R={ (a, b), (a, ¢) }. La fermeture transitive du

la fermeture symétrique de Rest { (a, a) , (a, b) , (a, ¢) , (b, a) ,
(b, b),(b,c),(ca),(cbh),(cc)} etestdifféerent du



cet ensemble est dense, supposons que x <y sont deux nombres rationnels fermeture symétrique de la fermeture transitive de R , qui est
bers. Alors leur moyenne, c'est-a-dire (x + y) /2, est un nombre rationnel ( (@ b), (@ ), (b, a), (c.a) }. b) Supposons que (a, b) soit

entre eux. 59. Soit (S, * ) un ensemble partiellement ordonné. Il L. R .

. . la fermeture symétrique de la fermeture transitive de R . Nous devons
suffit de montrer que chaque sous-ensemble non vide de S contient un . L
. e . R . . montrent que (a, b) est dans la fermeture transitive du symétrique
moindre élément si et seulement s’il n’existe pas de séquence décroissante )
fermeture de R . Nous savons qu'au moins l'un de (a, b) et (b, a)

suite des éléments a 1, a2, a3, ... dans S (ie, ol @ i+1 < ai

. . P 114 . est dans la fermeture transitive de R . Par conséquent, il existe soit un chemin
pour tous 7 ). Une séquence infinie décroissante d'éléments clairement

de a a b dans R ou un chemin de b a @ dans R (ou les deux). dans le

n'a pas le moindre élément. Inversement, soit 4 tout sous-vide non vide X i : .
Dans le premier cas, il y a un chemin de a vers b dans le cercle symétrique

ensemble de S qui n'a pas le moindre élément. Parce que A4 est non vide,

choisir un 1 € A . Parce qu'un 1 n'est pas le moindre élément de A , stir de R . Dans ce dernier cas, nous pouvons former un chemin de a a b

choisissez un 2 € A avec un 2 < a 1 . Parce qu'un 2 n'est pas le moindre dans la fermeture symétrique de R en inversant les directions de

tous les bords dans un chemin de b a a , en reculant. Par conséquent,

élément de 4 , choisissez un 3 € A avec un 3 < a 2 . Continuez dans o D
(a, b) est dans la fermeture transitive de la fermeture symétrique de R .

De cette manicre, la production d' une séquence infinie décroissante dans S .

6l.a<ib<ic<id<ie<if<ig<ih<ii<: 17. La fermeture de S par rapport au bien P est une relation
J<tk<il<im63.1<5<2<4<12<20, avec la propriété P qui contient R parce que R € S. D'ou le
1<2<5<4<12<20,1<2<4<5<12<20, la fermeture de S par rapport au bien P contient la fermeture
1<2<4<12<5<20,1<5<2<4<20<12, de R par rapport a la propriété¢ P . 19. Utilisez l'idée de base de
1<2<5<4<20<12,1<2<4<5<20<12 L'algorithme de Warshall, sauf que w j ¢égale alalongueur du
65.A<C<E<B<D<F<G,A<E<C< chemin le plus long de via v,en utilisant des sommets intérieurs avec
B<D<F<G,C<A<E<B<D<F<G, scripts ne dépassant pas &, et égal a -1 s'il n'y en a pas
C<E<A<B<D<F<G,E<A<C<B< chemin. Pour Lml,[)‘k/éﬁlpartir des entrées de W -1, déterminer pour chaque
D<F<G,E<C<A<B<D<F<G,4<C< paire (i, j) s'il y ades chemins de viavietde v
B<E<D<F<G,C<A<B<E<D<F<G, avjen utilisant aucun sommet marqué supérieur a k . Si soit w bki”
A<C<B<D<E<F<G,C<A<B< [k-1] . N
D<E<F<G,A<C<E<B<F<D<G, ou Wk[/‘k] est[-kl,]';llors une telle paire de chemins n'existe pas, donc
A<E<C<B<F<D<G,C<A<E< déﬁni@.yw P . Si une telle paire de chemins existe, alors il y a
B<F<D<G,C<E<A<B<F<D<G, deux possibilités. Siw & > 0, ily ades chemins arbitraires

E<A<C<B<F<D<G,E<C<A< Lk=1]

B<F<D<G,A<C<B<E<F<D<G,
C<A<B<E<F<D <G 67. Déterminer l'utilisateur

(k] _ : —
longue longueur de via v, donc réglezwy;  — % Siw =0,

k-1 k-1 k-1 \
déﬁnirfyw ! w l[k L— Ev/ ! ) . (Prenez d'abord
Wo=M=r)21.2523. Parce que 4 i N B est un sous-ensemble de
Aietde Bj, la collection de sous-ensembles est un raffinement de chacun

= max (W[kUﬂ]

besoins < Rédiger les exigences fonctionnelles < Configurer les sites de test <
Développer la configuration systéme requise < Rédiger la documentation < Dé- des partitions données. Nous devons montrer que Cest une partition. Par
velop module 4 < Develop module B < Develop module X R X
C < Intégrer les modules < Test & < Test 2 < Achévement construction, chacun de ces ensembles est non vide. Pour voir que leur

union est S, supposons que s € S. Parce que P 1 et P 2 sont parti-

tions de S, il existe des ensembles 4 iet B tels ques € Aiets € Bj.

Doncs € 4N B . Par conséquent, l'union de ces ensembles est S . A

voir qu'ils sont disjoints deux a deux, notez que sauf si /=i et
Exercices supplémentaires J=iANB)N(AiNB;)=(AiNAi)N(B;NB;)=0.

25. La relation de sous-ensemble est une commande partielle sur toute collection
1. a) Irréflexif (nous n’incluons pas la chaine vide), symétrique d'ensembles, car il est réflexif, antisymétrique et transitif.
ric b) Irréflexif, symétrique ¢) Irréflexif, antisymétrique, Ici, la collection d'ensembles est R () . 27. Trouver une recette < Acheter
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fruits de mer < Achetez I'épicerie < Lavez les crustacés < Coupez le gingembre et limite de x doit étre inférieure a x , donc x est le plus grand inférieur
ail < Nettoyez le poisson < Riz a la vapeur < Coupez le poisson < Lavez les légumks. La deuxiéme déclaration est le double de la premiére; nous omettons
etables < Hacher les chataignes d'eau < Faire des garnitures < Cuire sa preuve. d) x est un inférieur et un supérieur, lié a lui-méme et it-

dans le wok < Disposer sur un plateau < Servir 29. a) Le seul soi, et le plus grand, et le moins, un tel lié. 41. a) Parce que
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tichain avec plus d'un élément est { ¢, d }. b) Le seul
les antichaines avec plus d'un élément sont { b, ¢ }, { ¢, e } et
{d, e}.c)Les seules antichaines a plusieurs éléments

sont{a b}, {ac}, {bct,{abc},{de}, {df},{ef}et

{d e f}.31.So0it (S, * ) un poset fini, et soit 4 un

chaine maximale. Parce que (4, * ) est aussi un poset, il doit avoir

un élément minimal 7 . Supposons que m n'est pas minime dans S .

1l'y aurait alors un élément a de S avec a < m . Comment-

Jjamais, cela rendrait 'ensemble 4 U { a } une chaine plus grande que 4 .
Pour le montrer, il faut montrer que @ est comparable a tout

¢élément de A . Parce que m est comparable a chaque élément

de 4 et m est minimale, il s'ensuit que m < x lorsque x est

Aetx=m . Parce quea <metm < x, le transitif

montre de droit qui @ < x pour chaque élément de 4 . 33. Soit aRb
indiquent que @ est un descendant de b . Par I'exercice 32, si aucun ensemble
de n + 1 personnes dont aucun n'est descendant d'aucun autre

(une antichaine) existe, alors k£ < n , donc I'ensemble peut étre partitionné
en k < n chaines. Selon le principe du pigeonnier, au moins un des

ces chaines contiennent au moins m +1 personnes. 35. Nous prouvons par
confradiction que si S n'a pas de séquence décroissante infinie et

Vx (Vyly<x—=P@® 1} >Px , alors P (x) est vrai pour tous
x € §. S'il ne considére pas que P (x) est vrai pour toutx € S, soit

x 1 soit un élément de S tel que P (x 1) n'est pas vrai. Puis par

la déclaration conditionnelle déja donnée, ce doit étre le cas
queVy[y<x1— P(y ]nestpas vrai. Cela signifie qu'il

estun peu x 2 avec x 2 < x 1 tel que P (x 2) n'est pas vrai. Encore

en invoquant l'instruction conditionnelle, nous obtenons un x 3 < x 2 tel
que P (x 3) n'est pas vrai, et ainsi de suite pour toujours. Cela contredit la
bien-fondé de notre poset. Par conséquent, P (x) est vrai pour tous

x € . 37. Supposons que R est un quasi-ordre. Parce que R

est réfléchi, siun € A, alors (a, a) € R . Ceci implique que

(@.a) € R-1 pyr conséquent, a € R N Rslensuit que R N R -1 est
réfléchi. RN R -1 est symétrique pour toute relation R parce que,

pour toute relation R, si (a, b) € R alors (b, a) € R -1 et

vice versa. Pour montrer que R N R -1 est transitif, supposons que

(a,b)) ERNR-1  ¢t(h,c) ERNR-1 . Parce que (a, b) € R

et(h,¢) €ER, (a c) € R, car R est transitif. Simi-

surtout, parce que (a, b) € R -1 et(h,c) ER-1 ,(b,a) ER

et(c, b) € R,donc (c, a) € Ret(a, c) €ER-1 . Par conséquent,
(a,c) €ERNR-1 Il s'ensuit que R N R -1 est une équiva-

relation de lence. 39. a) Parce que glb (x, y) = glb (¥, x) et

lub (x, ) =lub (y, x) , il s'ensuit que x A y=y A xet

x V y=yV x.b) En utilisant la définition, (x A ) A z est

une limite inférieure de x , y et z supérieure a toutes les autres

borne inférieure. Parce que x , y et z jouent des roles interchangeables,
X A (y A z) estle méme élément. De méme, (x V y) V z est

une limite supérieure de x , y et z qui est inférieure a toutes les autres
limite supérieure. Parce que x , y et z jouent des réles interchangeables,
X V (y V z) estle méme élément. ¢) Pour montrer quex A (x V y) =x
il suffit de montrer que x est la plus grande borne inférieure de

xetx V y. Notez que x est une borne inférieure de x , et étant-

car x V y est par définition supérieur a x , x est une borne inférieure
pour cela aussi. Par conséquent, x est une borne inférieure. Mais plus bas

1 est le seul élément supérieur ou égal a 1, c'est le seul

borne supérieure pour 1 et donc la seule valeur possible de

la plus petite borne supérieure de x et 1. b) Parce que x * 1, x est un

borne inférieure pour x et 1 et aucune autre borne inférieure ne peut

étre supérieur ax, doncx A 1 =x. ¢) Parce que 0 " x, x est

une limite supérieure pour x et 0 et aucune autre limite ne peut étre

moins de x, doncx V 0=x. d) Parce que 0 est le seul élément

inférieur ou égal a 0, c'est la seule borne inférieure pour 0 et

donc la seule valeur possible de la plus grande borne inférieure
dexet0.43.L=(S, C)ouS={o, {1}, {2}, {3},
{1,2},{2,3},{1,2,3}} 45. Oui 47. Le complément d'un

sous - ensemble X C S est son complément S - X. Pour le prouver, notez
queXV (S-X)=1letXA (S-X) =0car

XU (S-X)=SectXN (S-X)=0.49. Pensez au

grille rectangulaire représentant les éléments d'une matrice. Ainsi nous
numéro de haut en bas et de gauche a droite.

L'ordre partiel est que (a, b) < (¢, d) ssia<cetb<d.

Notez que (1, 1) est le moindre élément sous cette relation. le

les régles pour Chomp comme expliqué dans le chapitre 1 coincident avec le
régles énoncées dans le préambule ici. Mais maintenant, nous pouvons identifier
point (a, b) avec le nombre naturel p a-1¢ b1 pour tous a et b
avec 1 Sa<met1<b<n.Celaidentifie les points

la grille rectangulaire avec I'ensemble S dans cet exercice, et la partie

T'ordre décisif < qui vient d'étre décrit est le méme que la relation de division,
carpa-iqb-1|pec-1qd-1 si et seulement si l'exposant de

p a gauche ne dépasse pas I'exposant de p a droite,

et de méme pour g .

CHAPITRE 10

Section 10.1

1. a) Boston
Detroit
Newark
Washington
Miami
b) Boston
Detroit
Newark
Washington
Miami



o Boston
Detroit
Newark
Washington
Miami
ré Boston
Detroit
Newark
Washington
Miami
€ Boston
Detroit
Newark
Washington
Miami
3. Simple graphique 5. Pseudographe 7. Réalisé

9. Multigraph dirigé 11. SiuRyv , alors il y a un bord

associ¢a { u, v}.Mais { u, v} = { v, u }, donc cette aréte est
associ¢ a { v, u } et donc vRu . Ainsi, par définition,

R est une relation symétrique. Un simple graphique ne permet pas

boucles; par conséquent, uRu ne tient jamais, et donc par définition R est

irréflexif.

13.2) A 42

As A3

A4

As A3
A4
©) VERP

As A3

As A4

15. Poilu
Grivesolitaire Robin  Pivert

Geai bleu moqueur Sittelle

17. -
Fermat Descartes
Mersenne
Aristote Euclide Eratosthéne
Fibonacei Maurolico
al-Khowarizmi
Goldbach
Boiteux
Stirling
De Morgan
Lovelace
graphique
Boole

19. Président

Realisateur, Réalisateur,

Recherche et développement  commercialisation

Realisateur, Chef financier

opérations officier
21. Tigres Geais bleus

Orioles Cardinaux

Réponses aux exercices impairs S-59

Bézout

Gauss

Dodgson

23. Nous trouvons les numéros de téléphone dans le graphique d'appel pour février

qui ne sont pas présents dans le graphique d'appel pour janvier et vice

inversement. Pour chaque numéro que nous trouvons, nous faisons une liste des numéros

bers ils ont appelé ou ont été appelés en utilisant les bords de I'appel

graphique. Nous examinons ces listes pour trouver de nouveaux numéros de téléphone.

bers en février qui avaient des schémas d'appels similaires a disparus

numéros de téléphone en janvier. 25. Nous utilisons le modéle graphique

qui a des adresses e-mail comme sommets et pour chaque message

envoyé, un bord entre I'adresse e-mail de I'expéditeur et le

adresse e-mail du destinataire. Pour chaque adresse e-mail, nous
peut faire une liste des autres adresses auxquelles ils ont envoyé des messages et

une liste d'autres adresses a partir desquelles ils ont regu des messages.

Si deux adresses e-mail avaient presque le méme schéma, nous

comprendre que ces adresses auraient pu appartenir a la méme
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personne ayant récemment changé d'adresse e-mail.

27. Soit V' Tensemble des personnes présentes a la féte. Soit £ I'ensemble
de paires ordonnées (u, v) en V' x Vtelles que u connaisse le nom de v .
Les bords sont dirigés, mais plusieurs bords ne sont pas autorisés.
Littéralement, il y a une boucle a chaque sommet, mais pour simplifier, le
le modele pourrait omettre les boucles. 29. Les sommets sont les cours;

les bords sont dirigés; bord uv signifie que le cours  est une condition préalable

pour le cours v ; les cours sans prérequis sont des sommets avec

en degré 0; cours qui ne sont prérequis pour aucun autre

les cours sont des sommets avec un degré 0. 31. Soit 'ensemble des
sommets étre un ensemble de personnes, et deux sommets sont joints par un
bord si les deux personnes étaient jamais mariées. Ignorer les complications
ce graphique a la propriété qu’il existe deux types de

sommets (hommes et femmes), et chaque aréte rejoint les sommets de

types opposés.

33. Se
Ss
S4
S2
S 83 87

35. Représentez les personnes du groupe par des sommets. Mettez un dirigé
aréte dans le graphique pour chaque paire de sommets. Etiqueter le bord

du sommet représentant 4 au sommet représentant B

avec un + (plus) si 4 aime B, un - (moins) si 4 n'aime pas B, et

un 0 si 4 est neutre a propos de B .

Section 10.2

1.v==6;e=6;deg (a) =2, deg (b) =4, deg (c) =1,

deg (d) = 0, deg (e) = 2, deg (f) = 3; c est pendentif; d est
isolé. 3. v=9;e=12;deg (a) = 3, deg (b) = 2,

deg (¢c) =4, deg (d) = 0, deg (e) = 6, deg (f) = 0;

deg (g) = 4; deg (h) = 2; deg (i) = 3; detfsont isolés.

5.n°7.v=4;e=7;deg-(a)=3,deg-(b) =
(c)=2,deg-(d)=1, deg+ (a)—l deg+(b) 2,

ng +(c)=1,deg+(d) =3 9.5 sommets, 13 arétes;
deg -(a)=6,deg+ (a)=1,deg-(b) =1, deg+ (b) =5,
deg -(c)=2,deg+(c) =5, deg- (d) = 4, deg+ (d) = 2,
deg -(e)=0,deg+(e) =0

11.

e ré F

13. Le nombre de co-auteurs de cette personne; que per-
co-auteurs du fils; une personne qui n'a pas de co-auteurs; une per-
fils qui n'a qu'un seul co-auteur 15. Dans le graphique orienté

deg " (v) = nombre d'appels v regus, deg +(v) = nombre de

appels v effectués; dans le graphique non orienté, deg (v) est le nombre de
les appels passés ou regus par v. 17. (deg * (). deg -(v)
est le record de gains et pertes de v. 19. Dans le graphique non orienté
modéle dans lequel les sommets sont des personnes dans le groupe et
deux sommets sont adjacents si ces deux personnes sont amis,

le degré d'un sommet est le nombre d'amis dans le

groupe que cette personne a. Par I’exercice 18, il y a deux versions

avec le méme degré, ce qui signifie qu'il y a deux

les personnes du groupe avec le méme nombre d'amis

le groupe. 21. Bipartite 23. Pas bipartite 25. Pas bi-

partite 27. a) Parties { &, s, n, w} et { P, O, R S}, E=

WPy APwy {0Qsy {Ont AR} {RW} {Sh}, {Ss}}
b) Ilyena. ¢) { Pw, Os, Rn, Sh } entre autres 29. Uniquement

Barry est prét a épouser Uma et Xia. 31. Modélisez ceci avec

un graphique bipartite non orienté, avec un bord entre un homme

et une femme si elles sont disposées a se marier. Par Hall's

théoréme, il suffit de montrer que pour chaque ensemble S de femmes,
I'ensemble N (S) d'hommes désireux de les épouser a une cardinalité

au moins | S |. Soit m le nombre d'arétes entre S et
N (S) . Puisque chaque sommet de S a le degré & , il s'ensuit que

m = k|S|. Parce que ces bords sont incidents a N (S) , il en résulte
quem <k|N(S)|.Donck|S|<k|N(S)|, donc|N(S)|>
[S1.33.a)({abefi {{tab}, {afy {be}, (b))
b)({axcf}, {{ax}, {cx}, {ex}})35 a)nsommets,
n(n—1)/2 arétes b) n sommets, n arétes ¢) n +1 sommets, 2 n

arétes d) m + n sommets, mn arétes e) 2 ! sommets, 7 2" B bords
37.24)3,3,3,3b)2,2,2,2¢)4,3,3,3,3d)3,3,2,2,2
e)3,3,3,3,3,3,3,339. Chacun des n sommets est adjacent

a chacun des 7 -1 autres sommets, de sorte que la séquence de degrés est
n-1,n-1,..,n-1(ntermes).

41.7

43. a) Oui

b) Non ¢) Non d) Non

e) Oui

) Non. 45. Tout d'abord, supposons que d 1, d 2, ..., d » soit graphique. nous
doit montrer que la séquence dont les termes sontd 2-1,d3-1,...,
dav+1—1,dd+2,ddi+3,...,d nest graphique une fois mis en non

ordre croissant. Dans I'exercice 44, il est prouvé que si l'original

la séquence est graphique, alors en fait il y a un graphique ayant cette
séquence de degrés dans laquelle le sommet du degré d 1 est adjacent

aux sommets des degrés d2,d 3 ,...,d a1+1 . Supprimer de cette

tracer le sommet du plus haut degré ( d 1). Le graphique résultant

a la séquence de degrés souhaitée. Inversement, supposons qued 1,
d2,...,d nestune séquence non croissante telle que la séquence
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d2-1,d3-1,...,dai+1-1,dai+2,dai+3,...,d n est graphique

une fois mise en ordre non croissant. Prenez un graphique avec ceci

séquence du dernier degré, ou le sommet via le degré d i - 1 pour
2<i<di+letlesommetvialedegrédipourdi+2<i<n.

Adjoignez un nouveau sommet (appelez-le v 1) et insérez une aréte a partir de v 1
a chacun des sommets v2,v3,..., vdi+1 . Le graphique résultant

alaséquence dedegrés d1,d2,...,dn.47.Soitd1,d2,...,d nun

séquence non croissante d'entiers non négatifs avec un pair

somme. Construisez un graphe comme suit: Prenez les sommets vi,v2,..., va
etmettre | d /2] boucles au sommet vi, pouri=1,2, ..., n.Pour

chaque 7/, sommet v i« maintenant le degré d iou d i - 1. Parce que

la somme d'origine était paire, le nombre de sommets pour lesquels

deg (vi)=di- 1 estpair. Associez-les arbitrairement et mettez-les

un bord joignant les sommets de chaque paire. 49. 17

n

l.a ba ba ba b

c réc réc ré c ré
une b une b une b une b
c ré ¢ ré ¢ ré ¢ ré
une ba ba b une b
¢ ¢ ¢ ¢
une b une b une b une b
ré ré ré ré
une une une une
¢ ré ¢ ré ¢ ré ¢ ré
b une b une b une
c ré c
une une une b
c ré de
b une b
réc ré
c ré

53. a) Pour tous n > 1 b) Pour tous n > 3 ¢) Pour n =3 d) Pour
tous n>055.5

7.a F b

n

c g ré
59. a) Le graphe avec n sommets et sans arétes b) Le disjoint
union de K m et K » ¢) Le graphe a sommets { vi, .., vn}
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avec un bord entre viet v saufsii=j+ 1 (mod n)

d) Le graphe dont les sommets sont représentés par des chaines de bits de
longueur n avec une aréte entre deux sommets si l'associé

les chaines de bits différent sur plusieurs bits 61. v (v-1)/2-e
63.n-1-dn,n-1-dn-1,...n-1-d2,n-1-di

65. L'union de G et G contient un bord entre chaque paire

des n sommets. Par conséquent, cette union est K » .

67. Exercice 7: b
.

e

une L

Exercice 8: Exercice 9:

une e une b
¢

ré r

69. Un graphe orienté¢ G = (¥, E) est sa propre inverse si et
seulement s'il satisfait a la condition (, v) € E si et seulement si
(v, u) € E . Mais c’est précisément la condition que I’associa-

doit étre satisfaite pour étre symétrique.

71.P(0,0) P (0, 1) P (0, 2)

P(1,00P(1,1)P(1,2)

PR2,00P2,1)P(2,2)

73. On peut connecter P (i, j) et P (k, [) en utilisant | 7 - & | le houblon

pour connecter P (i, j) et P (k, j) et|j - [ | sauts pour se connecter
P (k, j) et P (k 1) . Par conséquent, le nombre total de sauts requis

pour connecter P (i, j) et P (k, 1) ne dépasse pas | i-k|+|j-1]|
Ceci est inférieur ou égal am +m =2 m , cequiest O (m) .

Section 10.3

L Adjacent 3. Terminal
Sommets de sommet Sommets de sommet
une b e d une aBcd
b und b ré
c und c un B
ré a b, c ré bocd
[ 1

S.,0111
[ 1001 J

1001

1110 1 1
sepl. 1111 9.4) 0111

0001 J l 1011 }

1100 1101

0111 1110
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[

b) 01111
10000
10000
10000
10000

) 0101
1010
0101
1010

exercices impairs

© 00111
00111
11000
11000
11000

10101
01011
10101
11110

J 9 01011

B or101000

10010100
10010010
01100001
10000110
01001001
00101001
00010110
11.a b 5] 0010
[0012
1101
0210
15 1021 17. une
0112 J
2110
1201
e
r 1 r
19 0100 21. 1121
0110 J 1002
0111 1011
1000 0210
23. 25. Oui

une

27. Exercice 13: [

Exercice 14:

Exercice 15:

01110
11001
00111

10000 }

r 11110000
11101000
00001111
00010111

11110000000

lOOOOllllOO

29. deg (v) - nombre de boucles en v ; deg -(v) 31. 2 sien'est pas

une bouflc, 1 si e est une boucle -l

33.a) 11100
10010
01010
00001
00101

b) 1001

1100
0100
0010
0011

100
B 010
001

ou ? est la réponse a (b)

€)) 11100

00001

35. Isomorphe 37. Isomorphe 39. Isomorphe 41. Non

isomorphe 43. Isomorphe 45. G est isomorphe a lui-méme

par la fonction d'identité, l'isomorphisme est donc réflexif. Supposer

que G est isomorphe a A . Ensuite, il existe un a un

correspondance f'de G a H qui préserve la contiguité et

non contiguité. Il s'ensuit que /-1 est un correspon-

de H a G qui préserve la contiguité et la non-adjonction

cence. Par conséquent, l'isomorphisme est symétrique. Si G est isomorphe

a H et H estisomorphe a K , alors il y aun a un

correspondances fet g de G a H etde H a K qui

préserver l'adjacence et la non contiguité. Il s'ensuit que g © f'est

une correspondance biunivoque de G a K qui préserve les

jacency et nonadjacency. Par conséquent, 'isomorphisme est transitif.

47. Tous les zéros 49. Etiquetez les sommets dans l'ordre afin que tous les
sommets dans le premier ensemble de la partition de I'ensemble de sommets viennent
premier. Parce qu'aucune aréte ne rejoint les sommets dans le méme ensemble de
position, la matrice a la forme souhaitée. 51. C's 53.n=35
seulement 55. 4 57. a) Ouib) Non ¢) Non 59. G=(V1, E1)

estisomorphe a H = (V2, E 2) si et seulement s'il existe des fonctions

tions fa partirde V14 V2etgde E1a E 2 de telle sorte que chacun est
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points limites de e . 61. Oui 63. Oui 65. Si f'est un isomor-

phisme d'un graphe orienté G vers un graphe orienté / , puis f*

est aussi un isomorphisme de G conv a H conv . Pour voir cette note
que (u, v) estun bord de G conv si et seulement si (v, u) est un bord

de G si et seulement si (/' (v), /(1)) est un bord de H si et seulement

si (f'(u), f(v)) estun bord de H conv . 67. De nombreuses réponses sont

possible; par exemple, C 6 et C3 U C3. 69. Le produit est
[aii] ot ajestle nombre d'arétes de via v, lorsque

i=jetaiiestle nombre d'arétes incidentes a vi. 71. Le

les graphiques de l'exercice 41 fournissent une paire de démons.

Section 10.4

1. a) Chemin de longueur 4; pas un circuit; pas simple b) Pas un chemin
¢) Pas un chemin d) Circuit simple de longueur 5 3. Non 5. Non

7. Ensembles maximaux de personnes avec la propriété que pour deux

d'entre eux, nous pouvons trouver une chaine de connaissances qui nous emmeéne

de l'un & l'autre 9. Si une personne a le nombre Erd"os n,

alors il y a un chemin de longueur n de cette personne a Erd”os dans

le graphique de collaboration, donc par définition, cela signifie que ce
personne est dans la méme composante que Erd”os. Si une personne se trouve
méme composant que Erd “os, alors il y a un chemin a partir de cette personne
a Erd"os, et la longueur du chemin le plus court est celle qui

le numéro Erd”os de son fils. 11. a) Faible connexion b) Faible

connecté ¢) Pas fortement ou faiblement connecté 13. Le

ensembles maximum de numéros de téléphone pour lesquels il est possible de
trouver des chemins dirigés entre deux nombres différents dans

Iensemble 15.a) { a, b, [}, {c. d e} b){a b cdeh}, {f},
{gto{abdefghi},{c} 17 Supposons que le fort

les composantes de u et v ne sont pas disjointes, disons avec le sommet w dans
tous les deux. Supposons que x soit un sommet dans la forte composante de u .
Alors x est également dans la forte composante de v, car il

est un chemin de x a v (a savoir le chemin de x a u suivi

abaissé par le chemin de « @ w suivi du chemin de

wav) et vice versa. Ainsi x est dans la composante forte

de v . Cela montre que la forte composante de « est un sous-

graphique de la forte composante de v, et I'égalité suit par

symétrie. 19. a) 2 b) 7 ¢) 20 d) 61 21. Pas isomor-

phique ( G a un triangle; A non) 23. Isomorphe (le

lecheminu 1, w2, w7, ue6, us, ua, us, us,uicorrespond au chemin
V1,v2,v3,v4,vs,vs, v7,ve, vi)25.a)3b)0¢)27d)0

27.a) 1b)0¢)2d)1e)51)329. R est réflexif par

définition. Supposons que (u, v) € R ; alors il y a un chemin de

Réponses aux exercices impairs S-63

tranchant, produit un graphique avec plus de composants connectés

que dans le graphique d'origine. Par conséquent, un point final d'une coupe
bord qui n'est pas pendant est un sommet coupé. 37. Supposons qu'il
existe un graphe connecté G avec au plus un sommet qui n'est pas

un sommet coupé. Définissez la distance entre les sommets u et

v, noté d (u, v) , comme étant la longueur du chemin le plus court

entre u et vdans G . Soit s et f des sommets en G tels que

d (s, 1) est un maximum. Soit s ou 7 (ou les deux) est un sommet de coupe,
donc sans perte de généralité, supposons que s soit un sommet coupé.
Soit w appartenir au composant connecté qui ne

tain 7 du graphe obtenu par suppression de s et tous les bords inci-

denta s de G . Parce que chaque chemin de w a 7 contient s ,

d (w, t)>d (s, t) , ce qui est une contradiction. 39. a) Denver—

Chicago, Boston — New York b) Seattle — Portland, Portland—

San Francisco, Salt Lake City — Denver, New York — Boston,

Boston — Burlington, Boston — Bangor 41. Un ensemble minimal de
personnes qui influencent collectivement tout le monde (directement ou
rectement); {Deborah} 43. Une aréte ne peut pas relier deux sommets
dans différents composants connectés. Parce qu'il y a tout au plus

C(ni, 2 ) arétes dans le composant corEeActé avec n i sommets,

il s'ensuit qu'il y a tout au plus i=1arétes C (n7, 2 ) dans le
graphique. 45. Supposons que G n'est pas connecté. Ensuite, il a un
composante de k sommets pour certains k, 1 <k<n-1.

Le plus grand nombre d'arétes que G pourrait avoirest C (k2 )+ C(n-k 2)=
[k(k-1)+m-k)(n-k-1)1/2=k2-nk+ (n2-n)/2.

Cette fonction quadratique de f'est minimisée ak=n /2 et

maximisé a k=1 ou k= n - 1. Par conséquent, si G n'est pas

connectés, le nombre d'arétes ne dépasse pas la valeur de

cette fonctiona 1 etan -1, asavoir (n-1) (n-2)/2.

47.a) 1b) 2 ¢) 6d) 21 49. a) Retrait d'un bord d'un

cycle laisse un chemin, qui est toujours connecté. b) Suppression d'un

bord de la partie cycle de la roue quitte cette partie

toujours connecté et le sommet central toujours connecté a elle comme

bien. La suppression d'un rayon laisse le cycle intact et le centre

sommet encore connecté a lui aussi. ¢) Quatre sommets quelconques, deux

de chaque partie de la bipartition, sont reliés par un cycle 4;

la suppression d'un bord ne les déconnecte pas. d) Suppression

la jonction des arétes (b1, b2, .., bi-1,0, bi+1, ., bn)

et(bi, b2, ... bi1,1,bi+1, .., bn)nedis-

connecter le graphique parce que ces deux sommets sont toujours

rejoint par le chemin (b1, b2, ..., bi-1,0,bi+1,..,0),
(b1,b2 bia,0,bi+1,..,1),(b1,b2,..,bi1,1,
bivt,...,1),(b1,b2,...bi-1,1,bi+1,.,0)sin<2
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graphique complet a chaque étape, donc nous ne obtenons jamais un déconnecté
graphique. Inversement, si le bord uv est absent de G ,

i ,éﬁ) s’a@&?{,slévcﬁ"gnqelﬁd%a& g y Sa?goﬂ]rﬁnygrgi'a‘frr\ﬁgg. Présumer

que (u, v) € Ret (v, w) € R;alors il y a des chemins de u
avetdevaw. Lacombinaison de ces deux voies donne

un chemin de u & w . Par conséquent, (u, w) € R . Il s'ensuit que R est tous les sommets sauf u et v créent un graphe déconnecté.
transitif. 31. ¢ 33. b, ¢, e, i
ce n'est clairement pas un sommet coupé. Donc, un point final d'un bord coupé qui tices; alors « (G) < n —1. Soit C une plus petite coupe de bord, laissant
est un sommet coupé n'est pas pendant. L'élimination d'un bord coupé produit un sous-ensemble propre non vide S des sommets de G déconnecté

35. Si un sommet est pendant 53. Les deux égalent min (m, n) . 55. Soit G un graphe avec n ver-

un graphique avec plus de composants connectés que dans I'original a partir de I'ensemble complémentaire S = V- S . Sixy est une aréte de G
graphique. Si un point d'extrémité d'un bord coupé n'est pas suspendu, la con- pour chaque x € Sety € S, alors la taille de Cest | S| S|, qui
estaumoins n - 1, donc « (G) < 4 (G) . Sinon, soitx € Set

y € S sont des sommets non adjacents. Soit 7 composé de tous les voisins

composant connecté dans lequel il se trouve aprés le retrait du tranchant

contient plus que ce sommet. Par conséquent, la suppression de

ce sommet et tous les bords qui lui sont incidents, y compris l'original
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dans §'. Alors 7 est un sommet coupé, car il sépare x ety .

Regardez maintenant les bords dexa 7' N S et un bord de

chaque sommet de 77N S'a S ; cela nous donne | 7" | bords distincts

se trouvent dans C, donc 4 (G) = |C|>|T| >« (G) . 57.2 59. Soit

les chemins simples P 1 et P2soientu=x0,x1, ..., xn=vet
U=yo0,y1,..,ym=v,respectivement. Les chemins partent ainsi

au méme sommet. Puisque les chemins ne contiennent pas le méme ensemble
des bords, ils doivent éventuellement diverger. S'ils divergent seulement
apres la fin de I'un d'entre eux, le reste de l'autre chemin est

un circuit simple de v a v. Sinon, nous pouvons supposer que
X0=Y0,X1=Y1,.,Xi=yi, maisxi+ =yi+1.Pour former notre

circuit simple, on suit le chemin y i, yi+1,yi+2, etc.,

jusqu'a ce qu'il rencontre & nouveau un sommet sur P 1 (peut-étre comme
dés yi+1, au plus tard y m ). Une fois de retour sur P 1, nous

suivez-le - en avant ou en arriére, si nécessaire - pour

passer ax . Puisquexi=y i, cela forme certainement un circuit. Il doit

étre un circuit simple, car aucune aréte parmi les x x s ou les y /s

peuvent étre répétées ( P 1 et P2 sont simples par hypothése) et aucune
bord parmi les x « s peut étre égal a I'un des bords y / que nous avons utilisé,

de x dans S avec tous les sommets de S - { x } avec les voisins

rues a un chemin Euler 13. Oui 15. Non 17. S'ily a

un chemin d'Euler, puis comme nous le suivons chaque sommet, sauf le

les sommets de début et de fin doivent avoir un degré égal et

degré, parce que chaque fois que nous arrivons a un sommet le long d'un
bord, nous le laissons le long d'un autre bord. Le sommet de départ doit

ont un degré extérieur supérieur a son degré, car nous utilisons

un bord menant hors de ce sommet et chaque fois que nous visitons

encore une fois, nous utilisons un bord qui y mene et un qui le quitte.

De méme, le sommet final doit avoir au degré 1 supérieur

que son sur-degré. Parce que le chemin d'Euler avec des directions

effacé produit un chemin entre deux sommets quelconques, dans le
sous-jacent graphique non orienté, le graphique est faiblement connecté.
Inversement, supposons que le graphique remplisse les conditions de degré
déclaré. Si nous ajoutons un bord de plus du sommet du déficient

out-degré par rapport au sommet de in-degré déficient, puis le graphique

a chaque sommet avec un degré égal et un degré extérieur. Etre-

parce que le graphique est encore faiblement connecté, par l'exercice 16 cette
nouveau graphique a un circuit d'Euler. Maintenant, supprimez le bord ajouté a
obtenez le chemin d'Euler. 19. Ni I'un ni l'autre . Pas de circuit Euler;

puisque nous avons abandonné P2 pour P 1 dés que nous avons atteint P 1. 61. Led & & d, b, a, e, ¢, ¢ b, ¢, b, e 23. Nilun ni lautre 25. Suivre

le graphe G est connecté si et seulement si chaque entrée hors diagonale de
A+A2+A3+-+A " ! est positif, ou A est 'adjacence

la matrice de G . 63. Si le graphique est bipartite, disons avec les parties 4

et B, alors les sommets de chaque chemin doivent alternativement se trouver

A et B . Par conséquent, un chemin qui commence en 4 , disons, se terminera en B

aprés un nombre impair d'étapes et en 4 aprés un nombre pair de
pas. Parce qu'un circuit se termine au méme sommet ot il commence,
la longueur doit étre réguliére. Inversement, supposons que tous les circuits

avoir une longueur uniforme; nous devons montrer que le graphe est bipartite.

On peut supposer que le graphe est connecté, car s'il est

non, alors nous pouvons simplement travailler sur un composant a la fois. Laisser 2, et seuls deux d'entre eux peuvent étre des sommets d'extrémité d'un chemi

v étre un sommet du graphe, et soit 4 I'ensemble de tous les sommets

la méme procédure que l'algorithme 1, en prenant soin de suivre les
directions des bords. 27. a) n = 2 b) Aucun ¢) Aucun

d) n=129. Exercice 1: 1 fois; Exercices 2 a 7: 0 fois

31.a, b, ¢, d, e, aestun circuit de Hamilton. 33. Pas de Hamilton

circuit existe, car une fois qu'un prétendu circuit a atteint e

il n'aurait nulle part ou aller. 35. Aucun circuit de Hamilton

istes, car chaque aréte du graphique est incidente a un sommet de

degré 2 et doit donc étre dans le circuit. 37. a, b, ¢, f,

d, e estun chemin de Hamilton. 39. /¢, d, a, b, ¢ est un chemin de Hamilton.
41. Aucun chemin de Hamilton n'existe. I y a huit sommets de degré

des six autres, leurs deux bords incidents doivent étre sur le chemin. 11

n. Pour chaque
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es sommets des comns intéricurs d ¢ une extremiic, et que ce
longueur a partir de v . Parce que le composant est connecté, estimpossible. 43. a, b, ¢, f, i, h, g d, e estun chemin de Hamilton.
vertex ery réside dans 4 ou B . Aucun sommet ne peut se trouver  la fois dans 4 et8.,m = n > 2 47. a) (i) Non, (i) Non, (iii) Oui b) (i) Non,
parce que si on le faisait, alors suivre le chemin de longueur impaire de v (ii) Non, (iii) Oui ¢) (i) Oui, (ii) Oui, (iii) Oui d) (i) Oui, (ii) Oui,
a ce sommet, puis de retour le long du chemin de longueur égale a partir de (iiif) Oui 49. Le résultat est trivial pour 7 = 1: le code est 0, 1. As-
ce sommet & v produirait un circuit impair, contrairement a la supposons que nous avons un code de commande gris 7. Soitc 1, ..., ¢k, k=2n
hypothése. Ainsi, 'ensemble des sommets a été partitionné en étre un tel code. Alors Oc 1, .., 0ck, L ck, ..., 1 c1estun gris

deux jeux. Pour montrer que chaque bord a des points d'extrémité dans différents code d'ordre n + 1.

parties, supposons que xy est une aréte, ou x € A . Puis le 51. procédure Fleury (G = (V, E) - multigraph connecté

un chemin de longueur impaire de v a x suivi de xy produit un

) _ R avec les degrés de tous les sommets pairs, V= { vi, ., v} )
chemin de longueur de vay, siy € B. (De méme, six € B.) b
65. (H1 W1 H2Wa«bateauy , @) — (H2 W2, H1 W1 «bateauy ) — ; i =
(H1H2W2«bateauy, W1) — (W2, HiW1H 2 «bateaun ) — Zrzlé v

(H2W2«bateauwy , Hi1W1) — (@, Hi W1 H2W2 «bateauy )
tandis que H a des bords

e : = premiere aréte avec point final v dans H (avec respect
alaliste de V') de telle sorte que e ne soit pas un bord coupé de H , si
il existe, et simplement le premier bord en H avec
Section 10.5 endpoint v sinon
w @ = autre point final de e

1.Ni 3. Pas de circuit Euler; a, ¢, ¢, ¢, b, e, d, b, a, ¢, d circuit : = circuit avec e, w ajouté
5.a,bcdcedbeacalaihgdefgcehd, vi=w

¢, a b, i c b h a9 Non,Aatoujours un degré impair. 11. Quand H:=H-e

le graphique dans lequel les sommets représentent les intersections et les arétes circuit de retour {le circuit est un circuit d'Euler }

Page 65
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53. Si G aun circuit d'Euler, alors il a aussi un chemin d'Euler. des bords. Mais maintenant le carré 14 est obligé d'étre joint aux carrés
Sinon, ajoutez un bord entre les deux sommets de degré impair 5 et 12, terminer un circuit trop tot (5—-14-12-3-5). Cette

et appliquer l'algorithme pour obtenir un circuit d'Euler. Ensuite, supprimez la contradiction montre qu'il n'y a pas de tour de chevalier sur le 4 x 4
le nouveau bord. 55. Supposons que G = (¥, E) est un graphe bipartite planche. 63. Parce qu'il y a mn carrés sur un tableau m x n ,

avec V=V1U V2,00 V1N V2= etsans bord
relic un sommet en /1 et un sommet en 2 . Supposons que G

sim et n sont tous deux impairs, il y a un nombre impair de carrés.

Parce que par I'exercice 62, le graphique correspondant est bipartite,
aun circuit 8 Hamilton. Un tel circuit doit étre de la forme " : o it A : ‘ o
ar l'exercice 55, il n'a pas de circuit 8 Hamilton. Par conséquent, il n'y a pas

ai,bi,a2,b2,..,ak,bk,ar,0o0ai€Viethi€V2 pu A P . ‘eq yap
o X - visite du chevalier réentrant. 65. a) Si G n'a pas de Hamil-

pouri=1, 2, .., k.Parce que le circuit de Hamilton visite chaque

: . . circuit de tonnes, continuez aussi longtemps que possible en ajoutant des bords manquants
sommet exactement une fois, sauf pour v 1 , ol il commence et se termine,

R L R un 4 la fois de maniére a ne pas obtenir de graphique
le nombre de sommets dans le graphique est égal a 2 k£, un nombre pair L X ,

, ) L ) X avec un circuit de Hamilton. Cela ne peut pas durer éternellement, car
ber. Par conséquent, un graphique bipartite avec un nombre impair de sommets . , X .
. L . une fois que nous avons formé le graphique complet en ajoutant tous les
ne peut pas avoir de circuit 8 Hamilton.

bords, il y a un circuit de Hamilton. Chaque fois que le processus
57.1 2 3 4 s'arréte, nous avons obtenu un graphe (nécessairement incomplet) A
avec la propriété souhaitée. b) ajouter un bord a H . Cette
5 6 sept s produit un circuit de Hamilton, qui utilise le bord supplémentaire. le
chemin composé de ce circuit avec le bord ajouté omis est
un chemin Hamilton dans # . ¢) Clairement v 1 et v » ne sont pas adjacents
en H , car H n'a pas de circuit a Hamilton. Ils sont donc

9 dix 11 12 pas adjacents dans G . Mais I'hypothése était que la somme de
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59. Nous représentons les carrés d'un échiquier 3 x 4 comme suit:

Un tour de chevalier peut étre fait en suivant les mouvements 8, 10, 1,
7,9,2,11,5,3,12, 6, 4. 61. Nous représentons les carrés d'un
Echiquier 4 x 4 comme suit:

II'n'y a que deux coups de chacun des quatre carrés de coin.

Sinous incluons tous les bords 1-10, 1-7, 16-10 et 167, un cir-

cuit est terminé trop t6t, donc au moins un de ces bords doit

étre manquant. Sans perte de généralité, supposons que le chemin commence
1-10, 10-16, 16-7. Maintenant, les seuls mouvements depuis le carré 3 sont
aux carrés 5, 10 et 12, et le carré 10 a déja deux inci-

bords bosselés. Par conséquent, 3—5 et 3—12 doivent étre dans le Hamilton
circuit. De méme, les bords 8-2 et 815 doivent étre dans le circuit.
Maintenant, les seuls mouvements du carré 9 sont vers les carrés 2, 7 et

15. S'il y avait des bords du carré 9 aux deux carrés 2 et

15, un circuit serait achevé trop tot. Par conséquent, le bord

9-7 doit étre dans le circuit donnant au carré 7 son complément complet
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21.

les degrés de sommets non adjacents dans G étaient au moins 7 . Cette
I'inégalité peut étre réécrite comme n - deg (v ) < deg (v1) . Mais

n - deg (vn) estjuste le nombre de sommets non adjacents a v u .

d) Parce qu'il n'y a pas de sommet suivant v » dans le Hamilton

chemin, v » se trouve pas dans S . Chacun des sommets deg (v 1) adjacents
av 1 donne lieu a un élément de S, donc S contient deg (v 1) ver-

tices. €) Par partie (¢) il y a au plus deg (v 1) -1 sommets autres

que v » non adjacent a v » , et par la partie (d) il y adeg (v1)

sommets en S, dont aucun n'est v » . Donc au moins un sommet

de S est adjacent a v » . Par définition, si v « est ce sommet, alors A

contient les arétes vk vaetvivi+,ou I <k <n—1.f) Maintenant

V1,V2, ., Vk-1,Vk, Vn, Va-l, .., Vi+l, v1estun circuit de Hamilton
Cuiten H , en contradiction avec la construction d' /. Par conséquent, notre
hypothése selon laquelle G ne disposait pas a l'origine d'un circuit de Hamilton
est faux, et notre preuve par contradiction est compléte.

Section 10.6

1. a) Les sommets sont les arréts, les bords joignent les arréts adjacents, les poids
sont les temps requis pour voyager entre les arréts adjacents.

b) Identique a la partie (a), sauf que les poids sont des distances entre

arréts adjacents. ¢) Identique a la partie (a), sauf que les poids sont des tarifs
entre les arréts. 3.16 5. Exercice 2: a, b, ¢, d, z ; Ex-

exercice 3: a, ¢, d, e, g z ; Exercice4:a, b, e, h, [, m, p, s, z

7.a)a, ¢, db)a, ¢ d fe)e d fe)b d e g z 9. a) Direct

b) Via New York ¢) Via Atlanta et Chicago d) Via New York

11. a) Via Chicago b) Via Chicago ¢) Via Los Angeles d) Via

Chicago 13. a) Via Chicago b) Via Chicago ¢) Via Los An-

geles d) Via Chicago 15. N'arrétez pas l'algorithme lorsque

z est ajouté a 'ensemble S'. 17. a) Via Woodbridge, via Wood-

pont et Camden b) Via Woodbridge, via Woodbridge et

Camden 19. Par exemple, visites touristiques, nettoyage des rues

une b ¢ Y z trois arétes de v 1, v2 et v3 av4 forment quatre régions. Non
une 4 3 ) 81013 peu importe dans laquelle de ces quatre régions v 5 se trouve, il est possible de
b 3 5 1 5 710 joignez-le a seulement trois, et non aux quatre, des autres sommets.
¢ 5 1 2 6 311 13. 8 15. Parce qu'il n'y a pas de boucles ou de bords multiples et
8 5 6 4 5 5 pas de circuits simples de longueur 3, et le degré de l'infini
e dix sept 8 5 4 3 région est au moins 4, chaque région a un degré au moins 4. Ainsi
z 131011 5 3 6 2e>4r,our<e/2. Mais r=e-v+2,nous avons donc

e-v+2<e/2,cequiimplique que e <2 v-4.17. Comme dans

23.0 (n3) 25.a—c—b—d— a(ou le méme circuit commengant a
un autre point et / ou traversant les sommets en sens inverse

I'argument dans la preuve du corollaire 1, nous avons 2 e> 5 r et
r=e-v+2. Ainsie-v+2<2e/5, ce qui implique que e <
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ordre{ 27. San Francisco — Denver — Detroit — New York — Los
Angeles — San Francisco (ou le méme circuit a partir de certains

autre point et / ou traversant les sommets dans l'ordre inverse)
29. Considérez ce graphique:

une

100

Le circuit abaca visite chaque sommet au moins une fois (et le

sommet a deux fois) et a un poids total de 6. Chaque circuit de Hamilton
aun poids total de 103. 31. Soitv 1, v2, ..., v » une topologie

ordre des sommets du graphe acyclique dirigé donné. Laisser

w (i, j) est le poids du bord v i v ;. Définir itérativement P (i) avec
I'intention qu'il sera le poids d'un chemin le plus long se terminant a
viet C (i) avec l'intention que ce soit le sommet précédant

v idans le chemin le plus long: pouride 1 an, soit P (i) le

maximum de P (j) + w (j, i) sur toutj <i tel que v, v soit

une aréte dans le graphe orienté (et si un tel / existe, laisser C (i)

étre une valeur de j pour laquelle ce maximutp est atteint) et laisser

P (i) = 0s'iln'y apas de telles valeurs dej . A la conclusion

de cette boucle, un chemin le plus long peut étre trouvé en choisissant i que
maximise P (i) et suit les liens C jusqu'au début de

le chemin.

Section 10.7

1. Oui 3. b 5.Non

une e ré

7. Oui une ré

b

9.No 11. Un triangle est formé par la représentation plane

du sous-graphe de K s constitué des arétes reliant v 1,

vaetvs. Le sommet v 4 doit étre placé soit dans le tri-

angle ou a l'extérieur de celui-ci. Nous ne considérerons que le cas ot

v4 est a l'intérieur du triangle; L'autre cas est similaire. Dessiner le

( Cinq /trois ) v- (10 /trois ) . 19. Uniquement (a) et (c) 21. Pas d'homéomo-
phicaKs,3 23. Planaire 25. Non planaire 27. a) 1 b) 3

¢)9d)2e)4f) 16 29. Dessinez K m, » comme décrit dans le

allusion. Le nombre de passages a niveau est quatre fois le nombre de

le premier quadrant. Les sommets sur |' axe des x a droite de

l'origineest (1,0),(2,0),..., (m/2,0) etles sommets sur

les axes y au-dessus de l'origine sont (0, 1), (0,2),..,(0,n/2).

Nous obtenons tous les croisements en choisissant deux nombres quelconques a et

bavec 1 <a <b<m/2 etdeux nombres r et s

avec | <7 <s <n/2;nous obtenons exactement une traversée

dans le graphique entre le bord reliant (a, 0 ) et (0, s)

et le bord reliant (b, 0) et (0, ) . Par conséque(lt, le n))mbre ( )
m c

des croisements dans le premier quadrant est C

(m/2) (m/2-1) 2,2 2,2
) TN/2)(n271) - Par conséquent, le nombre total de

estde4 -mn(m-2)(m-2)/64=mn(m-2)mn-2)/16.

31.a)2b)2c)2d)2e)2f)233. La formule est valide

pour n < 4. Sin> 4, par l'exercice 32, I'épaisseur de K » est

aumoins C (n,2)/(3n-6)=mn+1+2 2~2) /6 arrondi.

Parce que cette quantité n'est jamais un entier, elle est égale a | (n +7 ) /6].

35. Cela découle de l'exercice 34 parce que K m, » a mn arétes

et m + n sommets et n'a pas de triangles car il est bipartite.

37.

Section 10.8

1. Quatre couleurs 3. Trois couleurs
B UNE
c F c
E
UNE E B

ré
ré

5.37.39.211. 3 13. Graphiques sans bords 15. 3
sin est pair, 4 si n est impair 17. Période 1: Math 115, Math 185;
période 2: Math 116, CS 473; période 3: Math 195, CS 101;
période 4: CS 102; période 5: CS 273 19. 5 21. Exercice 5:
3 Exercice 6: 6 Exercice 7: 3 Exercice 8: 4 Exercice 9: 3
Exercice 10: 6 Exercice 11: 4 23. a) 2 si n est pair, 3 sin est
impair b) n 25. Deux bords ayant la méme couleur ne partagent pas
points finaux. Par conséquent, si plus de n /2 bords étaient colorés, le
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de méme, le graphique aurait plus de 2 (n /2 ) = n sommets.

27.529. Couleur 1: ¢, f d ; couleur 2: ¢, a, i, g ; couleur 3: i, b, j

31. Couleur Ce¢  33. Quatre couleurs sont nécessaires pour colorer /¥ » lorsque
n est un entier impair supérieur a 1, car trois couleurs sont

nécessaire pour la jante (voir l'exemple 4), et le sommet central, entre-

a coté de tous les sommets de jante, nécessitera une quatriéme couleur.

Pour voir que le graphe obtenu a partir de 7 » en supprimant une aréte

peut étre coloré avec trois couleurs, considérez deux cas. Sinous

enlever un bord de jante, alors nous pouvons colorer la jante avec deux couleurs,
en commengant a un point d'extrémité du bord retiré et en utilisant le
couleurs en alternance autour de la partie de la jante qui reste.

La troisiéme couleur est ensuite affectée au sommet central. Sinous
supprimer un bord de rayon, puis nous pouvons colorer la jante en attribuant
couleur n ° 1 jusqu'au point de jante du bord et des couleurs supprimés

# 2 et # 3 alternativement aux sommets restants sur la jante,

puis attribuez la couleur # 1 au centre. 35. Supposons que G

est chromatiquement &- critique mais a un sommet v de degré & - 2

ou moins. Retirer de G /' un des bords incidents a v. Par

définition de « k- critique», le graphique résultant peut étre coloré

avec k - 1 couleurs. Maintenant, restaurez le bord manquant et utilisez-le
coloration pour tous les sommets sauf v . Parce que nous avions un bon

la coloration du graphique plus petit, pas deux sommets adjacents ont

la méme couleur. De plus, v a au plus k£ —2 voisins, donc

nous pouvons colorer v avec une couleur inutilisée pour obtenir un bon (k-1 ) -
coloration de G . Cela contredit le fait que G a chromatique

numéro k . Par conséquent, notre hypothese était fausse, et chaque

le sommet de G doit avoir un degré d'au moins k- 1. 37.a) 6 b) 7

¢) 9.d) 11 39. Représenter les fréquences par couleurs et zones

par des sommets. Joignez deux sommets avec une aréte si les zones

les sommets représentent interférer les uns avec les autres. Puis un - tuple
la coloration est précisément une affectation de fréquences qui évite
ingérence. 41. Nous utilisons I'induction sur le nombre de

tices du graphique. Chaque graphique avec cing sommets ou moins peut

étre coloré avec cing couleurs ou moins, car chaque sommet peut

obtenir une couleur différente. Cela prend en charge les cas de base. Donc

nous supposons que tous les graphiques avec k sommets peuvent étre a 5 couleurs

et considérons un graphe G avec k +1 sommets. Par corollaire 2 po

Section 10.7, G a un sommet v avec un degré au plus 5. Supprimer

v pour former le graphe G . Parce que G n'a que & sommets, nous

5 couleurs par I'hypothése inductive. Si les voisins de v

n'utilisez pas les cinq couleurs, alors nous pouvons 5 couleurs G en attribuant
a v une couleur non utilisé par I' un de ses voisins. La difficulté

survient si v a cinq voisins, et chacun a une couleur différente dans

le 5-coloration de G . Supposons que les voisins de v, quand

considérés dans le sens des aiguilles d'une montre autour de v, sonta, b, ¢, m et p..2500 3. Oui 5. Oui 7.

(Cet ordre est déterminé par I'ordre horaire des courbes

représentant les bords incidents a v.) Supposons que les couleurs

des voisins sont azur, bleu, chartreuse, magenta et pur-

ple, respectivement. Considérez le sous-graphique azur-chartreuse (c.-a-d.
les sommets en couleur G azur ou chartreuse et tous les bords

entre eux). Si a et ¢ ne sont pas dans le méme composant de

ce graphique, puis dans le composant contenant uz nous pouvons inter-
changer ces deux couleurs (rendre les vertices azur chartreuse

et vice versa), et G sera toujours correctement coloré. Cette

fait une chartreuse, donc nous pouvons maintenant colorer v azur, et G a

correctement colorées. Si a et ¢ sont dans le méme composant,

puis il y a un chemin de sommets d'azur de couleur alternée et

chartreuse joignant a et ¢ . Ce chemin ainsi que les bords av

et ve divise l'avion en deux régions, avec b dans I'une d'elles

et m dans l'autre. Sinous échangeons maintenant le bleu et le magenta

sur tous les sommets de la méme région que b , nous aurons toujours un
bonne coloration de G , mais maintenant le bleu est disponible pour v . Dans ce
cas aussi, nous avons trouvé une coloration appropriée de G . Cette com-
termine I'étape inductive, et le théoréme est prouvé. 43. Nous

suivez l'indice. Parce que les mesures des angles intérieurs de

un pentagone total 540 , il ne peut y avoir jusqu'a trois

angles de mesure supérieurs a 180 ’ (angles réflexes). S'ily a
pas d'angles réflexes, alors le pentagone est convexe, et un garde

placé a n'importe quel sommet peut voir tous les points. S'il y a un réflexe
I'angle, alors le pentagone doit ressembler essentiellement a la figure (a)
ci-dessous, et un garde au sommet v peut voir tous les points. S'ily a
deux angles réflexes, ils peuvent étre adjacents ou non adjacents

(figures (b) et (c)); dans les deux cas, un garde au sommet v peut voir

tous les points. [Dans la figure (¢), choisissez le sommet réflexe le plus proche du

coté inférieur.] Ainsi, pour tous les pentagones, une garde suffit, donc
g(5)=1

(une) b)

©
45. Le chiffre suggéré dans l'indice (généralisé pour avoir k
broches pour tout k> 1) a 3 k sommets. Les ensembles de lieux
a partir desquelles les pointes de différentes dents sont visibles sont

mixte. Par conséquent, une garde distincte est nécessaire pour chacun des
k broches, donc au moins k gardes sont nécessaires. Cela montre que

g(3k)>k=13k/3].Sin=3k+i,on0<i<2, alors
gm=g(3k=k=1n/3]

Exercices supplémentaires

Xm )
i=1nisommets, t<jninj

bords 9. a) Six € N (4 U B) , alors x est adjacent a

un sommet v € A U B. WOLOG suppose que v € 4 ; ensuite

X € N (A) et donc aussi dans N (4) U N (B) . Inversement,

six € N(4) U N (B) , alors WOLOG supposex € N (4) .

Ainsi x est adjacent a un sommetv € 4 € 4 U B, donc

XEN(AUB).b)Six €N (AN B),alors x est adjacent a

un sommet v € 4 N B. Puisque v € A etv € B, il s'ensuit

quex €N (4)etx € N(B),dotix EN(A) NN (B).

Pour le contre-exemple, soit G=({u, v, w}, {{u v}, {vw}}),

A={u}etB={w}.11.(c a p, x n, m)etplusieurs

autres 13. (¢, d, a, b) et beaucoup d'autres 15. 6 fois la
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nombre de triangles divisé par le nombre de chemins de longueur 2
17. a) La probabilit¢ que deux acteurs ayant chacun

dans un film avec un acteur choisi au hasard ont

ensemble dans un film b) La probabilité¢ que deux

les amis Facebook d'une personne choisie au hasard sont eux-mémes
Amis Facebook ¢) La probabilité que deux personnes au hasard

Les co - auteurs de la personne choisie sont eux - mémes co - auteurs d) Le
probabilité que deux protéines qui interagissent chacune avec un

la protéine choisie par le ménage interagit entre elles e) Le probleme
capacité que deux routeurs dont chacun a une communication

liaisons a un routeur choisi au hasard sont elles-mémes li¢es

19. Sous-graphiques complets contenant les ensembles de ver-

tices: {b,cef},{abg} {adg}{deg} {beg}

21. Sous-graphiques complets contenant les ensembles de ver-

tices: { b, ¢, d,jk}, {abjk},{efgi},{abi},{aij},
{bde}, {beil,{bij},{ghil,{hij}23 {cd}estun
ensemble dominant minimum.

25. a)

b)

27.a)1b)2¢)329.a) Un chemin de u a v dans un graphique

G induit un chemin de f (1) a f (v) dans un isomorphe

graphique /7. b) Supposons que /’soit un isomorphisme de G vers
H.Sivo,vi, .., va, voestun circuit de Hamilton en G , alors
fvo), f(vi), .., f(va) f(vo) doit étre un circuit de Hamilton

en H car c'est encore un circuit et /(vi) = f (v, ) pour
0<i<j<n.c)Supposons que fsoit un isomorphisme de
GaH.Sivo,v1, .., va,voestun circuit d'Euler en G , alors
So) fvi), ... f(vn) f(vo) doit étre un circuit d'Euler dans

H car c'est un circuit qui contient chaque front exactement une fois.
d) Deux graphes isomorphes doivent avoir le méme numéro de croisement
car ils peuvent étre dessinés exactement de la méme manicre

avion. e) On suppose que f'est un isomorphisme de G a H . alors
vest isolé dans G si et seulement si f(v) on isole H . Par conséquent,
les graphes doivent avoir le méme nombre de sommets isolés.

) On suppose que fest un isomorphisme de G a H . Si G est bipar-

tite, alors I'ensemble de sommets de G peut étre partitionné en V1 et V2
sans aréte reliant les sommets a 'intérieur de ¥ 1 ou les sommets a l'intérieur
V2 . Ensuite, I'ensemble de sommets de H peut étre partitionné en /(7 1)
etf(V2) sans sommet reliant les sommets a l'intérieur de f (V1) ou
sommets a l'intérieur de f(¥2) . 31. 3 33. a) Oui b) Non 35. Non

37. Oui 39. Si e est un bord coupé avec les extrémités u et v, alors

si on dirige e de u vers v, il n'y aura pas de chemin dans la di-

graphique rectifié de v a u , sinon e n'aurait pas ét¢ un

bord coupé. Un raisonnement similaire fonctionne si nous dirigeons e de v vers u .
41.n -1 43. Que les sommets représentent les poulets. nous

inclure le bord (u, v) dans le graphique si et seulement si le poulet u
domine le poulet v . 45. Par le théoréme de la poignée de main, le

le degré moyen des sommets est de 2 m /n , ce qui correspond a la dé-
gree; il s'ensuit que tous les degrés de sommet sont égaux. 47. K 3,3

et le squelette d'un prisme triangulaire 49. a) Un Hamilton

circuit dans le graphique correspond exactement a un si¢ge de la

chevaliers a la table ronde de telle sorte que les chevaliers adjacents sont
copains. b) Le degré de chaque sommet de ce graphique est au moins
2n-1-(m-1)=n>(2n/2),donc selon le théoréme de Dirac, ce
graphique a un circuit de Hamilton. ¢) a, b, d, f g, z 51. a) 4
b)2¢)3d)4e)41)253. a) Supposons que G =(V, E) .

Laissez a, b € V. Nous devons montrer que la distance entre a et

b dans G estau plus 2. Si { a, b } € E cette distance est 1, alors supposons

{4, b} € E.Parce que le diamétre de G est supérieura 3, ily a
sont des sommets et v tels que la distance en G entre u

et v est supérieur a 3. Soit # ou v, ou les deux, ne sont pas dans I'ensemble
{ a, b }. Supposons que u soit différent de a et b . Soit

{a u}ou{b u} appartienta E ; sinon a, u, b serait un

chemin en G de longueur 2. Donc, sans perte de généralité, supposons

{4, u} € E.Ainsi, v ne peut pas étre a ou b et, pour la méme raison,
sonnement soit { @, v} € Eou { b, v} € E . Dans les deux cas, cette

donne un chemin de longueur inférieure ou égale a 3 de u a v dans

G , une contradiction. b) Supposons G = (¥, E) . Laisseza, b € V.

Nous devons montrer que la distance entre @ et b dans G ne

ne doit pas dépasser 3. Si { @, b } € E, le résultat suit, alors supposons que
{4, b} € E.Parce que le diamétre de G est supérieur ou égal

a3, il existe des sommets u et v tels que la distance en G

entre u et v est supérieur ou égal a 3. Soit u ou v, soit

les deux, n'est pas dans I'ensemble { a, b }. Supposons que u est différent des deux
aeth.Soit{a,u} € Eou{b u} €E;sinona u b

estun chemin de longueur 2 dans G . Donc, sans perte de généralité, as-

sume { a, u } € E. Ainsi, v estdifférent de @ etde b . Si

{a v} €E,alors u, a, vestun chemin de longueur 2 en G ,donc { @, v} € E
etdonc { b, v} € E (ou bien il y aurait un chemin a, v, b de

longueur 2 en G ). Par conséquent, { u, b } € E ;sinon u, b, v est un chemin
longueur de 2 a G . Ainsi, a, v, u, b est un chemin de longueur 3 en G,

comme voulu. 55.a, b, e, z57.a, ¢, d, f, g z59. Si G est

planaire, puis parce que e< 3 v- 6, G a au plus 27 arétes.

(Si G n'est pas connecté, il a encore moins de bords.) De méme, G

aau plus 27 bords. Mais l'union de G et G est K 11, qui

a 55 arétes, et 55 > 27 + 27. 61. Supposons que G est

coloré avec k couleurs et a le numéro d'indépendance i . Etre-

car chaque classe de couleur doit étre un ensemble indépendant, chaque couleur
La classe n'a pas plus de i éléments. I1'y a donc tout au plus ki
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sommets. 63.2) C(n, m)pm(l-p)n-m b) np ¢) Générer

ériger un graphe étiqueté G , comme nous appliquons le processus a des paires de

sommets, le nombre aléatoire x choisi doit étre inférieur ou
égala 1/2 lorsque G a une aréte entre la paire de sommets
et supérieure a 1 /2 lorsque G n'a pas de bord la. D'ou le

probabilité de faire le bon choix est de 1 /2 pour chaque bord
C(n2)
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27. Arbre binaire complet de hauteur 4:

etle 1 /deux global. Par conséquent, tous les graphiques étiquetés sont également

probable. 65. Supposons que P augmente monotone. Si le propriétaire

la propriété de ne pas avoir P n'a pas ¢té conservée lorsque les bords sont
retiré d'un simple graphique, il y aurait un simple graphique

G n'ayant pas P et un autre graphe simple G avec le méme

sommets , mais avec quelques - uns des bords de G manquant quia P .
Mais P augmente monotone, donc parce que G a P, il en va de méme

G obtenue en ajoutant a bords G . C'est une contradiction. le

la preuve de l'inverse est similaire.

CHAPITRE 11
Section 11.1

1.(),(c),(e)3.a)ab)a,b,c,d.f,h,j,q,tc)e, g, ik,
I,m,n,o,p,r,s,ud)g,reycfHpg)f,b,ahye,f, 1, m,n
5.Non 7. Niveau 0: @ ; niveau 1: b, ¢, d ; niveau 2: e a k (en

ordre alphabétique); niveau 3: /a r ; niveau 4: s , 7 ; niveau 5:

u 9. a) L'arbre entierb) ¢, g, &, o, p et les quatre bords
cg,ch,ho,hpc)eseul 11.a) 1b)213.2)3b)9

15. a) La partie «seulement si» est le théoréme 2 et la définition d'un
arbre. Supposons que G est un graphe simple connecté avec n sommets
etn - 1 bords. Si G n'est pas un arbre, il contient, par exercice

14, une aréte dont la suppression produit un graphe G , qui est toujours
connecté. Si G n'est pas un arbre, supprimez un bord pour produire un
graphe connexe G . Répétez cette procédure jusqu'a ce que le résultat soit
un arbre. Cela nécessite au plus n —1 étapes car il n'y a que

n - 1 bords. Par le théoreme 2, le graphe résultanta n - 1

bords car il a n sommets. Il s'ensuit qu'aucun bord n'a été

supprimé, donc G était déja un arbre. b) Supposons que G est un arbre.
Par la partie (a), G an —1 arétes, et par définition, G n'a pas de sim-
pleins circuits. Inversement, supposons que G n'a pas de circuits simples
etan - 1 bords. Soit ¢ égal au nombre de composants

de G, d@} chacun est nécessairement un arbre, disons avec n : sommets,
ou Y ¢ i=1ni=n.Parlapartic (a), le nombre total d'arétes dans

G est
i=1(ni-1)=n-c.Comme on nous donne que cela est égal a
n - 1, il s'ensuit que ¢ = 1, c'est-a-dire que G est connecté et donc

Fore satisfait la définition d'un arbre. 17. 9999 19. 2000
21.999 23. 1 000 000 dollars 25. Aucun arbre de ce type n'existe

Théoréme 4 car il est impossible pour m = 2 oum = 84.

Arbre complet a 3 aires de hauteur 3:

29. a) Par le théoréme 3, il s'ensuit que n = mi + 1. Parce que
i+Il=n,nousavons /=n-i,doncl/=(mi+l)-i=(m—1)i+l.

b) Nous avons n=mi+ 1 eti+/=n.Par conséquent,i=n-1.

Il s'ensuit que n = m (n - ) + 1. La résolution de n donne
n=(ml-1)/(m-1).Dei=n-1lon obtient
i=[(ml-1)/(m-1)]1-1=(-1)/(m-1).31.n-t

33.a) 1b)3c)5 35. a) Le répertoire parent b) Un sous- répertoire
fichier cure ou contenue ¢) Un sous - répertoire ou d'un fichier contenu dans
le méme répertoire parent d) Tous les répertoires du nom du chemin

e) Tous les sous-répertoires et fichiers ont continué dans le répertoire ou
un sous-répertoire de ce répertoire, etc. f) La longueur de

le chemin d'accés a ce répertoire ou fichier g) la profondeur du systéme,
c'est-a-dire la longueur du chemin le plus long 37. Soitn =2 , ol

k est un entier positif. Si k=1, il n'y a rien a prouver

car on peut ajouter deux nombres avec 7 - 1 = 1 processeur

dans log 2 = 1 étape. Supposons que nous pouvons ajouter¢hiff2es en
consigner n étapes en utilisant un réseau arborescent de 7 - 1 processus
sors. Soitx 1, x2, ..., x2480it2 n=2k+1 chiffres que nous
souhaite ajouter. Le réseau arborescent de 2 n -1 processeurs

se compose du réseau arborescent de 7 - 1 processeurs

avec deux nouveaux processeurs comme enfants de chaque feuille. Dans
une étape, nous pouvons utiliser les feuilles du plus grand réseau pour trouver
X1+x2,Xx3+x4, .., x2,-1+x2a, nous donnant n nombres,

qui, par I'hypothése inductive, on peut ajouter en log  étapes

en utilisant le reste du réseau. Parce que nous avons utilisé log n +1
étapes etlog (2 n) =log 2+ log n =1+ log n , ceci se termine

la preuve. 39. ¢ seulement 41. ¢ et 4 43. Supposons un arbre 7'

a au moins deux centres. Soit u et v des centres distincts, les deux

avec excentricité e , avec u et v non adjacents. Parce que 7 est

connecté, il existe un chemin simple P de u vers v . Soit ¢ tout

autre sommet sur ce chemin. Parce que I'excentricité de ¢ est a

moins e, il y a un sommet w tel que le chemin simple unique

de ¢ aw a une longueur d'au moins e . De toute évidence, ce chemin ne peut pas
contenir a la fois u et v ou bien il y aurait un circuit simple.

En fait, ce chemin de ¢ vers w quitte P et ne revient pas

a P une fois qu'il suit éventuellement une partie de P vers u ou v .

Sans perte de généralité, supposons que ce chemin ne suit pas

P vers u . Alors le chemin de u a ¢ a w est simple et de

longueur plus que e, une contradiction. Par conséquent, u et v sont adjacents
cent. Maintenant, parce que deux centres sont adjacents, s'il y avait

plus de deux centres, 7' contiendrait K 3, un circuit simple,

comme un sous-graphique, ce qui est une contradiction.
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S-70 Réponses aux exercices impairs

IS

n
~
~
~
~
-

[Log 3 131 = 3 pesées sont nécessaires. En fait, trois pesées

suffire. Commencez par placer les piéces 1, 2 et 3 sur le c6té gauche
du solde et des piéces 4, 5 et 6 sur le coté droit.
En cas d'égalité, appliquez I'exemple 3 aux pieces 1, 2,7, 8,9, 10, 11 et
Ts Te 12. En cas d'inégalité, appliquez l'exemple 34 1, 2, 3,4, 5,6, 7 et 8.
11. Le moins est cinq. Appelez les éléments a , b, cetd .
Comparez d'abord a et b ; puis comparez ¢ et d . Sans perte de
généralité, supposons que a <b et ¢ <d . Comparez ensuite un
et ¢ . Celui qui est le plus petit est le plus petit élément de 'ensemble.
Encore une fois sans perte de généralité, supposons a <c . Enfin,
coupez b avec ¢ et d pour déterminer complétement 'ordre.
T 13. Les deux premicres étapes sont présentées dans le texte. Aprés 22 a été
identifi¢ comme le deuxiéme plus grand élément, nous remplagons la feuille
22 par —oo dans l'arbre et recalculer le vainqueur sur le chemin
a partir de la feuille ot 22 était jusqu'a la racine. Ensuite, nous voyons
que 17 est le troisieme ¢lément en importance, nous répétons donc le processus:
remplacer la feuille 17 par —oo et recalculer. Ensuite, nous voyons que

14 est le quatrieme élément en importance, nous répétons donc le proc

47. La déclaration est que chaque arbre avec n sommets a un chemin placer la feuille 14 par —co et recalculer. Ensuite, nous voyons que 11
de longueur n - 1, et il a ét¢ montré seulement qu'il existe un arbre est le cinquiéme plus grand élément, nous répétons donc le processus: remplacer
avec n sommets ayant un chemin de longueur 7 - 1. la feuille 11 par —oo et recalculer. Le processus se poursuit en
de cette maniére. Nous déterminons que 9 est le sixieme plus grand ¢lément,
Section 11.2 8 est le septiéme plus grand élément, et 3 est le huitiéme plus grand

¢lément. Les arbres ont produit a toutes les étapes, sauf la seconde a

1 banane enfin, sont présentés ici.

Pomme péche

noix de coco
poire 17 11

mangue

Papaye
3.a)3b)lc)4d)5

5 le

rapide
‘marron
Renard
sauts

chien

plus de

paresseux

7. Aumoins [log 34] = 2 pesées sont nécessaires, car il

sont que quatre résultats (car il n'est pas nécessaire de déterminer 11

si la piece est plus Iégére ou plus lourde). En fait, deux pesées

suffire. Commencez par peser la piece 1 contre la piece 2. S'ils

peser la piéce 1 contre la pi¢ce 3. Si la piece 1 et la piéce 3 sont les

méme poids, la piéce 4 est la piéce contrefaite, et si elles ne le sont pas

le méme poids, alors la piéce 3 est la piece contrefaite. Si la piece 1 8 - 9 1
et la piece 2 n'ont pas le méme poids, pesez a nouveau la piece 1 contre

piece 3. S'ils s'équilibrent, la piéce 2 est la piéce contrefaite; si ils

ne pas équilibrer, la piéce 1 est la piéce contrefaite. 9. Au moins
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15. La valeur d'un sommet est I'élément de liste actuellement présent,
et I'étiquette est le nom (c.-a-d. I'emplacement) de la feuille responsable
pour cette valeur.
procédure sorte de tournoi (un 1, ..., an)
k:=[logn]
construire un arbre binaire de hauteur &
pouri:=1lan
définissez la valeur de la i éme feuille sur un i et son étiquette sur
étre lui-méme
pouri:=n+1a2
définissez la valeur de la i éme feuille sur —oo et son étiquette sur
étre lui-méme
pouri:=k-1 jusqu'a 0
pour chaque sommet v au niveau i
définir la valeur de v a la plus grande des valeurs de son
les enfants et son étiquette pour étre I'étiquette de I'enfant
avec la plus grande valeur
pouri:=1lan
ci:=valeur a la racine
soit v I'étiquette de la racine
définissez la valeur de v sur —oo
tandis que I'¢tiquette a la racine est toujours v
v :=parent (v)
définir la valeur de v a la plus grande des valeurs de son
les enfants et son étiquette pour étre I'étiquette de I'enfant
avec la plus grande valeur
{c1, .., cnestlaliste dans l'ordre non croissant}

17.k-1,0un=2% 19. a) Oui b) Non ¢) Oui d) Oui

Réponses aux exercices impairs S-71

27.A:0001; B: 101001; C: 11001; D: 00000; E: 100;
F:001100; G: 001101; H: 01015 1: 0100; J: 110100101;

K: 1101000; L: 00001; M: 10101; N: 0110; O: 0010; P: 101000;

Q: 1101001000; R: 1011; S: 0111; T: 111; U: 00111; V: 110101;

W: 11000; X: 110100115 Y: 110115 Z: 1101001001 29. A: 2;

E: 1;N: 010; R: 011; T: 02; Z: 00 31. n 33. Parce que l'arbre

est assez grand, nous avons indiqué a certains endroits de «voir le texte».
Reportez-vous a la figure 9; le sous-arbre enraciné a ces carrés ou cercles
sommets est exactement le méme que le sous-arbre correspondant dans
Figure 9. Le premier joueur gagne.

+1
32 max
22 21 2 31 3 min
voir  voir -] -1 -1
texte texte
+1 -1
1 3 21 11 1 1 2 max
-1 voir  voir -1 -1 +1
texte  texte
+1 +1
1 2 1 min
+1 -1 +1

35.a) 18b)3$¢)-3$37. Voir les chiffres ci-dessous.
a) 0 b) 0 ¢) 1 d) Cette position ne peut pas avoir eu lieu dans un
Jeu; cette photo est impossible.

0 0

0O XX X 0 X

une) X 0 0 B 0 X X

X 0

0 0 +1 0

0 XX 0 XX X0 X X O X
X00 X000 0XX 0 XX
o X 0 X 00 0 o0



21.a:000,e:001,i:01,k:1100,0: 1101, p: 11110, u: 11111
23.a:11;b: 101; c: 100; d: 01; e: 00; 2,25 bits (Remarque: ce

le codage dépend de la fagon dont les liens sont rompus, mais le nombre
nombre de bits est toujours le méme.) 25. I y a quatre

réponses en tout, celle montrée ici et trois autres obtenues

de celui-ci en échangeant t et v et/ ou en échangeant u et w.

0
0 XX
X O O
O XX

dessiner

0
O XX
X 0 0
X 0 X

dessiner

X
(0]
X

+1
(6]
X

00

X gagne

X X
X O
(0]

0
O X
X X
X 0

dessiner



